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O tema comeza estudando os fundamentos Opticos das ondas de luz
localmente planas (LP) e a sUa representacién complexa vectorial obtida
baixo a chamada aproximacion de lonxitude de onda (/.d.0.) moi curta (ta-
mén chamada aproximacion case-xeométrica, aproximacién WKB-6ptica
ou aproximacion asintotica).

Afondarase no concepto de fluxo de enerxia luminosa (vector de Poyn-
ting) con ondas LP, o que permite, por unha banda, obter a expresion xeral
da solucién eikonal ou WKB-6ptica, e por outra, obter dun xeito rigoroso o
limite da optica xeométrica e o seu significado dptico. Asemade, as ondas
LP proporcionan as bases para o estudo de fendmenos de propagacion,
interferencia e difraccion.

De seguido, e na aproximacion paraxial (6ptica ondulatoria paraxial),
aprenderase a representar e a identificar ondas de luz non planas, espe-
cialmente as esféricas, esferocilindricas e as Gaussianas (esenciais para
entender a luz laser), tanto de xeito escalar coma vectorial.

Asemade, aprenderase a facer o estudo ondulatorio de discontinuidades
paraxiais. Destes estudos se derivan como corolarios as distintas leis de
conxugacion e sobre de todo as funciéns de transmision e reflexion, de
grande utilidade na dptica ondulatoria.

En resumo, todo o tema ten coma obxectivo global preparar conceptos
e ferramentas necesarios para o estudo posterior da interferencia e da
difraccién de luz, especialmente na aproximacién paraxial.
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1D
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3D
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c.d.c.
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LCO
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™
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1. Ondas Localmente Planas (LP)

1.1. FUNDAMENTOS DAS ONDAS LP

m Modelo ondulatorio. Desenvolto por Huygens-Fresnel-Young (HFY). No modelo HFY a
luz é unha onda vectorial asociada a un campo éptico vectorial W (r,t)=V(r, t)u(r),
con u(r) un versor local, e U(r,t) solucién da Ecuacidn Escalar de Ondas (EEO), i.e.,
en medios materiais, en xeral inhomoxéneos con n(r)=c/v(r) (ver S1), o campo dptico
W (r,t) verifica a EEO

1) 2(r) W 1

2 Ot?

Son ondas transversais (Young), é dicir, ¥(r,t), logo u(r), é perpendicular a direccién
de propagaciéon da onda (normais de onda). Pddese xustificar que dita transversalidade,
xunto con w >, fai que cada componente de W verifique, en boa aproximacién, a EEO
(para ondas planas é exacto).

-Coas Ecuacions de Maxwell en 1862 a onda de luz daselle o significado fisico de onda
electromagnética, é dicir, ¥(r,t)—E(r,t) (a luz xa era: onda, transversal, v~ ¢, ...).
-Unha onda harmonica xeral de luz de frecuencia w representarase en notacién comple-
xa como: E(r t)=FE(r,t)u(r)=E(r)e ™ u(r)=E(r)e ™!, con u(r) un vector unita-
rio complexo (polarizacién) e £(r) un campo dptico escalar espacial.

-En medios homoxéneos cada compofiente de E(r, 1)=& (r)e ! verifica a EEO se cum-
plen a Lei de Gauss Electrica (LGE): V E=0 (ver S2) (para ondas planas é exacto). En me-
dios inhomoxéneos febles V(e E)=0 — V E ~ 0. Sustituindo E(r,t) na EEO e usando
on?deonda k,=w/c=2m/)\,, cada compofiente de £(r) verifica a EEO de Helmholtz
(EEH) (ver S2),

VAU (r,t) — =0

V2E(r) + E2n*(r)E(r) = 0 (1)
-Hai un conxunto importante de ondas (con w>>) cuxa amplitude escalar £(r) satisface
aprox. a EEO, e a amplitude vectorial £(r)=E&(r)u(r) a LGE (HFY) (ondas LP).

m Concepto de onda LP. Lembremos que unha onda plana harmdnica nun medio de in-
dice n,, ten o seguinte campo éptico asociado

E(r.t) = Eez‘{szr—wt} = {k = konos} = Eez‘{ko(nosr)—wt} _ Euez’{ko(nosr)—wt} 2)

-Xeralizando a fase da onda p=Fk,(n,sr) — ¢=k,L(r), a amplitude daonda E —E(r) e
u — u(T), temos a representacion mais xeral, en notacion complexa, da onda luminosa,

E(’P, t) _ E(,r)eikoﬁ(r)e—iwt _ E(T)u(r)eikoﬁ(r)e—iwt :g(,r,)u(,,,) e iwt 8(’)‘) o iwt (3)

con E(r):E(r)eikoﬁ(’") a amplitude espacial escalar. Notese que hai unha amplitude vec-
torial complexa E(7) e unha fase espacial %,L ponderada por /, > 1 no rango espectral
visible. Usando Taylor en 7, na fase (a orde 1) e na amplitude (a orde 0) obtemos

E(r,t) ~E(r,) ei{ko[ﬁ(ro)+V£(r0)('r—ro)]—wt} _ pielro) E(r,) 6i{koVE(’r'o)'r'—wt} (4)

-Se esta expresion é vélida en toda rexion de radio promedio R >>)\,, entén o campo da
Ec. (3) é unha onda Localmente Plana (LP) (mais formalmente, dita expresion é valida se
L(r) cumpre a condicion (r — 7,)H[L(r,)](r — r,)T < 1, con H[L(r,)] o Hessiano).
-As ondas LP son un amplo e interesante conxunto de soluciéns aproximadas da EEO que
exemplifican moi ben o concepto de onda vectorial transversal.

[@roisle 3
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1.2. SOLUCION EIKONAL oU WKB DE ONDAS LP

Imos obter de xeito heuristico (é dicir, mediante o uso de conceptos e cdlculos sinxelos)
a amplitude E(r) e a fase L(r) das ondas LP (nétese que L(r) = cte, segundo Ec. (3),
define unha superficie de fase constante).

m Vector de onda local. Fisicamente, a aproximacion LP supdn ondas con variacions len-
tas da fase (k,), logo variaciéns moito mais lentas da amplitude (k%) (ver Figura).

Tendo en conta os resultados da fase espacial das ondas planas, i.e., p.=kr=(k,n,s)r,
entén para ondas LP obtemos, da fase .=k, V L(7,)r da Ec.(4), un vector de onda
local k;(7) en r (calquera r,), que define a sua vez, en analoxia coas ondas planas (nun
medio de indice n en 7), unha direccién s(r) dunha normal de onda local i.e.,

_ VL(r)

n

(5)

Notese que VL(r) L L(r) en cada punto 7, i.e., é a normal de onda. Pero tamén, en
analoxia coas propiedades enerxéticas das ondas planas, s(r) define o fluxo local de
enerxia (vector unitario de Poynting local).

ki(r)=k,VL(r) = kn(r)s(r) = s(r)

-Asemade as ondas LP deben presentar transversalidade local : k;(7) Lu(7), 0 que d sua
vez determina os posibeis valores de u(r) localmente, i.e., en cada punto 7.

m Fase das ondas LP. Da relacidn anterior obtemos a denominada Ecuacion Eikonal (EIK),
que é unha ecuacion diferencial non lineal, para a fase espacial da onda p.=k,L(7), i.e.,
para L(r). En efecto,

(VL(r))®

n2

OL.> L2 0L

82(’)”) =1= = (VE)Q = (%)2 + (a—y)2 + (5) =n (6)

-Como foi comentado L(r) = cte, segundo Ec. (3), define unha superficie de fase cons-
tante, pero tamén, segundo a Ec. (5), é unha superficie de onda, i.e., o lugar xeométrico
de puntos alcanzado pola enerxia nun tempo t (nétese que de xeito local, temos “peque-
nas” superficies de onda planas que transportan a enerxia segundo a direccién s(r)).

Obs.-Para xustificar rigorosamente as propiedades vectoriais (como a transversalidade)
e as enerxéticas (como a direccidn de transporte da enerxia segundo a normal de onda)
das ondas LP precisase da Optica de Maxwell ou Electromagnética (ver Suplementos
S2.1,52.2).

©I80) 4




Tema 1. Optica Il Suso Lifiares Beiras 5

m Vector de Poynting. Sexa unha onda LP harmodnica, entédn obtemos a seguinte LGE
aproximadaaorde 1/k, (k,=27/X\,~10*mm~! se \,~0.63um): VLE~0 (k; E ~ 0) (Exer).
De igual xeito obtemos a seguinte Lei de Induccion de Faraday (LIF) aproximada para di-
ta onda, (VL A E) = cu,H. Lembrando a expresion do vector de Poynting en promedio
temporal para unha onda harmdnica obtemos
1 o 1 1

(S)=(ErNHpg) = 2(E/\H ) ~ ZE/\cuo
onde * indica complexo conxugado (c.c.). Tendo en conta o producto triple e a LGE obte-
mos o seguinte vector de Poynting para ondas LP

\ 4 n
= E* = E? 7
2¢pt, 2¢cpt, ( n ) 2cp, (s) (7)

(VL AEY),

onde E=|E|=|E|, e VL/n=s é o vector local unitario de Poynting que determina a
direccién local do fluxo de enerxia das ondas LP, como se adiantou de xeito heuristi-
co. Consecuentemente, a envolvente destes vectores V L/n define as lifias de fluxo da
enerxia luminosa (raios de luz).

= Amplitude das ondas LP. Tendo en conta a expresion de (S), a conservacion local da
enerxia para ondas harmonicas é

(G4 V(En A Hi), = V(8) = 5V (EVE) =0 ®

Do que se obtén unha ecuacion diferencial para a amplitude escalar E(7) e unha solucién

formal. Da Ec. (8) temos
2E(r) VE(r) VL + (VZL)E(r)E(r) = 0 (9)

e se multiplicamos esta ecuacién polo factor (escalar) {V Ldr}, obtemos a ecuacién

diferencial )
dE(7r) (VL)VL

2VE(r)dr (VL) +(V2L)VLArE(r)=0 = = d 10

(1) dr (VL) + (VL) VLdrE(r) c) = oy 00

Daquela obtense, por integracion directa, a expresion xeral da amplitude do campo dp-

tico escalar,

2
E(r):(Aoe_fZTééwd"") = Ao F(r) (11)

Noétese que a amplitude é o producto dun factor de amplitude escalar A,, que engloba
ctes de integracion, e unha funcion F(r).

m Vector de polarizacion u(r). O vector unitario local (7)) cumple pola LGE, VL u ~ 0,
xa que E(r)ocu(r), é dicir, a relacién de transversalidade u(r) LV L(7).

m Solucion Eikonal (ou WKB 6ptica). Coa solucién da ecuacién eikonal L(r) (fase) da
Ec. (6) e a da Ec. (10) (amplitude), obtemos a solucién eikonal (ou WKB dptica)

E(r) = E(M)u(r) = E(r) eMEMu(r) = (Aye” I 5F V““’) e LMy (12)

-Pédese probar que o campo £(r) é unha solucién exacta a orde k, ! da EEH (52.3), i.e.,
con erro <(1/k2) De feito se a aproximacion de onda plana local non se cumpre en
R>> ) entén aparecen erros >(1/k2).

©0Ie) 5
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1.3. FLUXO DE ENERXIA E RAIOS DE LUz

Achemos as envolventes r de todos os vectores unitarios locais de Poynting s=V L /n,
é dicir, curvas tal que os vectores s son tanxentes a elas. Formalmente

dx dy dz
ds’ ds’ ds

onde ds = \/al:p2 + dy? + dz? (diferencial de arco) con s o parametro lonxitude de arco.
Derivemos agora a ecuacion diferencial que deben verificar. Se tomamos gradientes na

ElK obtemos V(VL)?=Vn?e VLV(VL) =nVn (14)

s =dr(s)/ds = (— —)=7'(s)=VL/n (13)

e tendo en conta que V.L=n s(r)=ndr/ds, e que formalmente V=d/dr obtemos a
ecuacion para r(s),

dr d , dr d dr
ou alternativamente r(z),
1
dr/dz. dz dr/dz _ v (16)

( ds/dz)ds E("R(jz,y‘))R(a':,y')

onde ds/dz = R(%,9)=+/1+ &% + 32, con t=dx/dz e y=dy/dz (se os angulos fosen
pequenos entén R~ 1, logo ds ~ dz, chamada aproximacién paraxial).

-Daquela, as envolventes (ou lifias de fluxo) r(s) ou r(z) verifican as cofiecidas Ecua-
cions de Raios (EdR) (15) ou (16), deducidas da EIK. Concluese asi que as lifias de fluxo
luminoso son a definicidn fisico-matematica dos raios de luz da Optica Xeométrica (OX)
e as suas derivadas r’=s son os vectores de Poynting locais.

1.4.A OX como LIMITE \,—0
Sexa por simplicidade unha onda que s6 depende de z, i.e., £(z)=E(z) exp{ik,L(2)},
logo sustituindo na EEH 1D (unidimensional), é dicir, na ecuacién

0*E
8,2(22) +k2n%(2)€(2)=0
facendo a derivada segunda en 2 do campo £(z) e multiplicando o resultado por (1/k?)
obtemos , ,
1 O%E 20 OEOL i 0°L 0L\ 2

B Thooo: host () EYmRE=0 17)
No limite \,—0 obtemos a EIK 1D exacta: (0L/9z)*=n?(z) (en 3D z—r, entdn obteria-
mos (V £)?=n?), polo tanto neste limite obtense a OX exacta.

-Se impomos que se cumpla a EIK (o que determina a fase da onda) entén é doado com-
probar que a integracién da suma do 22 eo 32 termos de (17) igualada a cero, é xusto
a ecuacion de amplitude (9) en 1D. Daquela, a solucién eikonal ten un erro da orde
< (1/k?) debido ao 12 termo, como xa tifiamos comentado e agora probado.

En resumo: esta é a via exacta (non heuristica) para obter a EIK, que proporciona a fase
da onda £(r), e a ecuacién da amplitude, que proporciona E(7).

©05le) 6
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1.5. ONDAS NON PLANAS BASICAS

Usando a solucidn (xeral) Eikonal ou WKB-dptica (12) nun medio homoxéneo n, é posible
achar a fase e a amplitude das ondas LP.

-Ondas planas. Comecemos co caso mais familiar dunha onda plana. Sen perda de xe-
ralidade podemos coller (0L/0x)*=(0L/0y)*=0, entén (0L/Dz)*=n? e L(r)==4n,z
logo fase ¢,==xk,n,2 = kz (nun Sistema de Referencia (SR) arbitrario {7, teriamos a
expresion L(r)==+n,n==%n,sr). Por outra banda de (11) podemos achar a amplitude,

E(r)=A, exp{—/ QLnQ (VQE) VLdr}=A,eC

logo temos a onda plana £(r)=A, e*"**"** (as ondas planas son unha excelente base
funcional espacial). Estructura vectorial trivial, p.ex., u=(u,+iu,)/2.

-Ondas esféricas. Sexan as coordenadas esféricas centradas en r, (fonte puntual de luz),
é dicir, r=|r—r,| = /(v — CL‘O) +(y — v,)? + (2 — 2,)°. A eikonal para soluciéns con
simetria esférica é (0L/0r)*=n?, logo L=n,r, e obtemos a fase p.=k,L=k,(n,r) = kr,
e entdon a amplitude

s 0L\ 0L A,
—Aoexp{= /2712 r2 87“ 87"))87“ dr}—
logo
. & ikr A, ik\/(x—x0)2+(y—yo)2+(z—zo)2
Ay pyppvn e P A

que describe unha onda esférica diverxente (V L/n,=u,) da fonte puntual sitaen r, e
cun factor de amplitude A,.

Tamén temos a solucion L=-n,r, i.e.,
unha onda esférica converxente a ..
Abonda con ver que o vector de Poynting é

S=V L /ng=—u,). /r'
-Seccions S de onda (planas, esféricas, .
Z

etc.). Na practica as ondas son seccioéns cu-
xa amplitude e fase coinciden en moi boa
aproximacion coas da onda completa (ver
Figura) salvo nas fronteiras.

-EEH para ondas esféricas. E de interese comprobar, usando coordenadas esféricas, que
a onda esférica co campo éptico &(r)=(A,/r) e?*", onde k=k,n,, é solucién exacta da
EEH (invarianza angular). Sustituindo a expresion da onda esférica na EEH (1) vese que
unha onda esférica é unha onda LP exacta (tamén outra excelente base funcional espa-

cial).
re———= = — + ikre™) + K222 e =
r20r ( or r2 87"( ) r
Exem. de estrutura vectorial. Onda esférica ordinaria emerxente de (0,0,0) nun medio
uniaxico: se p.ex. o eixo optico é Y temos a ligadura de que sé pode vibrar en xz p.ex.,

u:%(—z,O,x) (polarizacién lineal local), con p=(2%+22)V/2, x.q. u LV L /n,=1(z,y, 2).

[@rolsle 7
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-Ondas cilindricas. Sexan coordenadas cilindricas centradas en p, (fonte lineal de luz),
é dicir, p=|p—p,|. A eikonal para soluciéns con simetria cilindrica é (0L/9p)*=n2, logo
temos a fase L=n,p (e tamén L=—n,p), e a amplitude

13 dL N\ OL 12
E(p)= A, exp{- /W P pap)> dp}=Ao/p

dp
Daquela obtemos a onda cilindrica £(p)=(A,/p"/?) €’ con k=k,n,, procedente dunha
fonte lineal sita en p, ao longo de p, (direccidn perpendicular a p). P.ex., se p=(z, z),
entén p, = yu,, e a fonte lineal estara en calquera p,=(x,, 2,) paralelaao eixoY, i.e., on-
da y-cilindrica (ou invariante en y), daquela usando p=|p—p,| = \/(z — 2,)? + (z — z,)?
obtemos
£(p) = 20" =y V(e
pY (& = 20)* + (2 — )]V

Exems. de estructura vectorial: unha onda y-cilindrica pode ter polarizacion lineal global
u,. Tamén pode ter polarizacion lineal local nas direcciéns con compofientes xz, é dicir,

u=(—(2-2),0,z—z)/p.

-EEH para ondas cilindricas.Usando coor-
denadas cilindricas e invarianza angular
pddese comprobar que esta onda LP so é
exacta a orde 1/k ou orde ), é dicir, que-

dan termos de orde 1/k? (daquela, bastan-
te pequenos) na EEH (*), en particular

118E+82E}_ 1
k2 pop = 0p?’  4k2pd/2

~ 0

Este termo sera mais desprezable canto maior sexa o valor de p, € dicir, canto mais radio
tefa a superficie de onda cilindrica (onda LP). Logo constatamos que en efecto as ondas
LP son, coma minimo, exactas até a orde 1/k,. Logo a solucién exacta teria termos de
amplitude adicionais de orde inferior a (1/k,), en particular de orde (1/k2). A solucién
exacta ¢ a funcién de Hankel H\' )(p)

(*) Se sustituimos a onda cilindrica £(p)=E(p) €’**, con E(p) = A,/p'/?, na EEH obtemos
o seguinte resultado

L0 (OE()y | pog(y — L0 (,OE)

pf?_p(p Op pﬁp(p p

facendo a seguinte derivada temos

1, 0E(p) = O°E(p) OE(p)
p( 90 +p 2 +ikp——= 9p

e* 4 pikEe™) + K2E(p) =

+ikE(p) — pk’E(p)) + k’E(p) = 0

logo o terceiro e cuarto sumando anulanse mutuamente para E(p)=A,/p'/?, o quinto e
o sexto tamén, e o primeiro e o segundo son de orde 1/k?, cqp.

[@rolsle 8
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1.6. POLARIZACION LOCAL E CASE-GLOBAL [C]
1.6.1. POLARIZACION LOCAL DE ONDAS LP

m Polarizacion local de ondas LP 3D. A transversalidade local das ondas LP permite do-
talas dunha estrutura vectorial local, é dicir,

E(r,t) = [E.(r)u,(r) + Eb('r)ub(r)}ew(r’t) (18)

con ¢(r,t)=k,L(7r)—wt, e u,(r), up(r) son vectores ortogonais a s(r) en cada punto
(polarizacidn local). Se agora definimos compofientes normalizadas complexas c,(7) e

cy(r), é dicir,
cualr) =) E(r) = VIETIP T 6P

entdn (|c,(7)|? + |cy(r)|?)/?>=1, e 0 campo pode reescribirse en funcién destas compo-

fnentes, _ '
E(’l“, t) - E(’l“) [Cn(r)un(r) + Cb('r)ub(”'ﬂ eup(r,t) = E(T)u(r)eW(r’t)

onde

u(r) = ¢, (7)un(r) + cp(r)uy(r)
Notese que u(r) é o vector unitario complexo da Ec. (3), onde a eleccién dos vectores
u,(r) e uy(r) depende de cada caso (Obs.-En medios inhomoxéneos poden coincidir
coas compoiientes normal e binormal das traxectorias ou raios de enerxia luminosa).

m Polarizacion local de ondas LP 2D. Podemos encontrar a expresion vectorial xeral de de
ondas LP 2D, p.ex. invariantes en y, logo L(x, 2). E doado ver que o vector de polarizacién
xeral terd unha compoiiente global (cte) u,=u, e unha compofiente local dada pola
expresion

=(—0L/02,0,0L/0x) L VL 1L u,

-Por outra parte, é doado ver tamén que as compoiientes £,=—E 0L /0z e £,=E OL/0x
satisfacen a EEH a orde (1/k,). Isto exemplifica como as comporientes das ondas LP sa-
tisfacen en boa aproximacién a mesma EEO grazas a transversalidade local. En efecto, o
campo pode escribirse, p.ex., como

oL oL . . .
T, 4w, 4 -, VellkoLlwz) vt
logo temos efectivamente as seguintes compofientes £, e £, do campo 6ptico da onda

LP 2D

E(r,t) = E(r)u(r)ei[koﬁ(x’z)_wﬂ = E(r){—

oL, .. L(z.2) oL oL, .. L(w.2) oL
thoL(2,2) _ o —F etkol(x,z) —

e Er)(-52), & =Er)()e Em)(5,)

pero, en boa aproximacion (de onda LP), temos as seguintes expresions para estas com-

pofnentes

E =E(r)(—

o€ o€
S, EmG &=

polo tanto satisfacen amesma EEH, como se adiantou na seccidon 1.1. Ademais, cimprese
enmoi boa aproximacion a LGE, é dicir, VE = 0.

©05le) 9
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1.6.2. ONDAS PARAXIAIS E POLARIZACION CASE-GLOBAL

Excepto casos moi particulares as ondas LP non tefien polarizacion global. Porén po-
demos restrinxirnos a un subconxunto (trivial) delas que presentan polarizacion case-
global. En efecto, sexan ondas LP ou seccions S de ondas LP (feixes de luz), que tefien
unha direccion de propagacion preferencial u,, € dicir,

s(r)=VL/n=u,,Vres (19)

logo s(r) preto do eixo 77, como se mostra na Figura. Isto define un tipo de ondas chama-
das paraxiais (ou case-planas), é dicir, ondas cuxas superficies de onda desvianse pouco
dun plano, como por exemplo as seccidns de frontes de onda esféricos ou cilindricos
antes descritas. O vector unitario de polarizacién seria combinacién lineal complexa de
dous vectores ortogonais u,, u;, ortogonais a sua vez a u,,.

AY

-Escollamos, por simplicidade, dita direccion preferencial (eixo) como n=z, entén a fase
desviarase pouco dun plano, en particular de planos z, logo admitira unha descomposi-
cionen L,(r)=2z+ L, (x,y, 2) (fase paraxial) tal que cada compofiente de VL, (r) é
moito mais pequena que a unidade. E mesmo a amplitude paraxial podera aproximarse
en xeral como E,(7) ~ E,(z). Veremos exemplos mais adiante.

-Baixo esta aproximacion podemos dotar a onda paraxial ou a unha seccion S dunha
polarizacion case-global representada por un vector complexo que sé ten compofientes
perpendiculares a z (u,=u,, u,=u,), de igual xeito que unha onda estritamente plana
propagandose en z, é dicir,

UR CpUy + CylUy = Aoz € Uy +aoye Uy,
Daquela a expresion vectorial do campo dptico paraxial sera analogo a dunha onda plana,
é dicir, ‘ _ ‘ _ _
E,=E,(r)e ™ ~Ey(r) eholr(M) (g, e u, + aoye" v, ) e (20)

Obs.-Toda onda paraxial pode ter polarizacion case-global, pero non toda onda con po-
larizacion case-global (ou global) ten que ser paraxial (lembrar as ondas cilindricas).

GIoEI0 o
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Exer.- 1 [C] Achar a expresion xeral do vector complexo unitario (local) de polarizacién
das seguintes ondas LP con frecuencia w. 1.1.-Onda y-cilindrica LP emerxente dunha fon-
te lineal sita no baleiro; supdfase, p.ex., u,=u,, con C,=Cone’", Cp=Cppe’ ctes comple-
xas. 1.2.-O mesmo para unha onda esférica diverxendo da orixe e con u,, no plano xz.
1.3.-Comprobar a polarizacién global para secciéns (case-planas) ao redor do eixo z.

Sol.-1.1.-A expresidn xeral dunha onda cilindrica LP vectorial emerxente da fonte li-
neal no eixo y é

E(p,t) = E(p) [con€’ " u,(r) + cope Puy(r)] e/ thop—wt}

conE(p)=A,/p"?, p=V22 + 22 e p=(x, 2).

O sistema ortonormal {u,,u;} obten-

se pola transversalidade. Polo tanto se

up=1u,, entén u, (r) debe ser ortogonal a

u, e ao vector s=V L=(1/p) (zu,+2u.), X
logo

u,(r)=w,AVL=(1/p) (zu,—zu.)

Nétese que se c,,=0, a polarizacion é glo-
bal (lineal vertical Vr).

Sol.-1.2.- Expresion da onda esférica. Tendo en conta que u,, esta contido no plano
xz e que debe ser perpendicular a s=r/r, entén wu,(r) = (zu,—zu,)/vz? + 22, coma
no caso anterior. De seguido achamos u,;, é dicir,

up = s Au, = (1/pr)(—zyu, + (2> + 2°)u, — 2yu.)

Sol.-1.3.-O procedemento para comprobar a polarizacion case-global comeza consi-
derando que unha seccién Sao redor de z cumpre x, y < z (x.q. 0L /0x, 0L /0y < 1, i.e.,
seccion case-plana). No caso cilindrico (ver Figura da pax. 8) temos que p = z,

Uy R U— () 2)u. 2 u,, wy=u,, E(p)~1/2"?

Nétese que rigorosamente hai unha componente z pero moi pequena: E. x/z3/2<<1.
Logo obtemos unha polarizaciéon case-global (coeficientes complexos constantes), é dicir,

U R Con" " Uy +Cope’ Uy = Cop Uyt Cope’ vy, {u = (Cope™ ™, Cope’)'}

No caso esférico temos p~ z e r = 2, logo de novo u, ~ u,—(z/2)u, ~u,, e ademais
uy ~ — (/2w — (y/2)us = w, — (y/2)u. ~ u,, e E(p) ~ 1/2.

-En resumo, a aproximacion de polarizacién global permite obter un vector unitario bidi-
mensional complexo e constante (como nas ondas planas) contido, neste caso, no plano
1 = z. Nétese que formalmente é unha aproximacion de Taylor a orde cero en z=y =0
(as consecuencias sobre a fase as veremos na seguinte seccion).

-Daquela, todas as propiedades de polarizacidn analizadas para ondas planas pédense
usar para este tipo de ondas LP, en xeral seccidéns case-planas de ondas LP (ondas para-
xiais, cuxa extension transversal non ten que ser pequena).

OO

11
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1.7. PROBA DO PPIO DE FERMAT E SOLUCION EIKONAL [C]

= Proba do Ppio. de Fermat (PF). Lembremos que V L /n=dr(s)/ds=r'. Multiplicando

por (dr) temos
V Ldr=dL=n[dr(s)/ds|dr

e usando drdr = dz?+ dy?+dz? = ds® (n6tese que r'?=1, en consistencia con s>=1) ob-
temos dL=nds, logo integrando

E(r):/s( / )i+ g2+ 1dz =

= {dz——ds} / :1:’2 + 9%+ 2% ds (21)

-L é a Integral de Fermat (IF) e é achada coas traxectorias r(s), dadas polas EdR (15).
Ademais L ten unidades de lonxitude de camifio éptico (LCO): E:cf ds/v=ct. Logo as
superficies de onda son o lugar xeométrico alcanzado polas lifias de fluxo con igoal LCO.

-L é unha extremal. En efecto, se consideramos £ coma un problema variacional, as
traxectorias que fan 0 £ = 0 (tempo extremal) son as das EdR obtidas coas ondas LP. Isto
xustifica-proba o PF.

m Solucion Eikonal coa IF. Usando a Ec. (1.7) e V Ldr=nds, reescribimos a solucién eiko-
nal (12) en funcién da IF,

2 2 n\r)as .
£ — (Ao G_IZTQEVECZ"“) eikoﬁ(r) — A, e—des ezkofn(r)ds (22)

Exer.- 2 [C] Sexa un medio homoxéneo de indice n,. 2.1.-Achar, usando traxectorias, a
fase L(r) para o caso esférico, cilindrico e plano. 2.2.-Sexa agora un medio inhomoxé-
neo n(z) 2>0, e a onda =&, exp{ik,z} incidindo sobre o medio, probar que a onda no
dito medio vén dada pola expresion £=(&,/+/n(z) ) exp{ik, [ n(z)dz}.
Sol.-2.1.-Nun medio homoxéneo £=n,s, logo sé hai que achar s. As traxectorias son
as solucions de r"=0, i.e.,
r=r.s+r,

Se 7, fixo (punto fonte), |r—7r,|*=(r/)*s*=s?=r?, polo tanto L=+n,|r—r,|=+n,r. De

igual xeito para o caso cilindrico e plano *. Como antes unha vez achada a fase £ a am-
plitude é doada de obter, é dicir

e_f [VQ f;:l(r)ds] ds e f [V27’] dr 1
r

Sol.-2.2.- Para a onda incidente 0L /0x=0L/0y=0, a EdR da n(z)z'=n,z,=0 e ademais
n(z)y'=n,y,=0 logo ds=dz, que sustituido na Ec. (22) d4 a expresién buscada.

*E de interese sublifiar que este procedemento conecta coa teoria de integrais de camifio (ou integracién funcional) proposta

por R.P. Feynman, i.e., obtencién de soluciéns ondulatorias usando integrais de camifio.
“. 12
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1.8. EIKONAL (OPTICA) ELECTRONICA

Da Ec. de Schroedinger (ES) para particulas cargadas de enerxia £/ e masa m nun poten-
cial V(7) (non confinante) obtense a solucion Eikonal de particulas cargadas (Optica de
electréns, ...)

V2 + % om[E — V(r)y = V3 + % n?(r)p =0 (23)

obtendo, por comparacién coa EEH, o indice de refraccion (momento lineal) electroni-
co, é dicir,
ne(r)=+/2m[E — V(v)] = p, (=hk,, k,=p./h=27/).) (De Broglie)

Poroutrabanda k,'= \,/2m — h/27=h. Daquela obtemos unha ecuacién eikonal elec-
trénica e unha solucién eikonal (tamén unha IF electrdnica), é dicir,

(VL)? =nl = poce/ME (L, = /ne(r)ds = /pe(r)fl—?;dr — /pe(r)dr) (24)

Polo tanto baixo os cambios: n— n,, kgl—m e & — 1), temos ondas cuanticas localmen-
te planas ou WKB (S3).

Exem.-Sexa para V=V, ,< I, teriamos n. constante e unha posible solucién seria a on-
da esférica. No caso da luz obtivemos, £=(A,/r) exp{ik,nr}, logo no caso electrénico

temos
PY=(A,/r) exp{in.r/h}=(A,/r) exp{ip.r /h}=(A,/r) exp{ik.r}
Obsérvese de novo que a expresion de k. aparece por usar o numero de onda, neste

caso co valor k., = \/2m[E — V,]/h.

1.9. EIKONAL (OPTICA) GRAVITACIONAL
A luz segue as xeodésicas nulas, é dicir, cimprese do? = ds”> — c?dt’ =0, xa que s=ct
(TER). Sexa un caso xeral pero simple e realista de xeometria gravitacional

do® = g dudv ={u,v = ,y, 2, t} = gs(r)ds* —g,(r)*dt* =0 (25)

logo despexando desta ecuacidén a LCO, definida como £,= [ cdt, obtemos

L, = /cdt = / g5(r) /g:(7)] 2 ds = /ng(r)ds — (VLy) =n, £ e (26)

onde n,(r) é o indice de refraccién gravitacional (equivalente a un medio inhomoxé-
neo). A solucidn eikonal permite o estudo da deflexidn gravitacional da luz (ver Exer.-3),
de lentes gravitacionais, da presenza de materia escura, etc.

-Por outra banda, a EEO obtense co operador D’Alembert (ou Laplace-Beltrami) en espa-
zos curvos (S4) que para gravidade feble convértese na EEH con n=n,.

-Interaccion ondas gravitacionais-luz.-Requiren métricas anisdtropas e non estaciona-
rias, coma p.ex., g, (t)dz? + g,(t)dy* + g.(t)dz* — 2dt* = 0, logo

L, = / \/7’@(15)@’:1:2 +ni(t)dy* + n2(t)dz* = / VdF? + di? + d3?2 (27)

con g;=n?,i=x,y, 2, logo todo se reduce a unha propagacién nun espazo con novas

variables 2=n,x, y=n,y, e Z=n.z que dan conta da contraccion-dilatacion do espazo
(deteccion ondas gravitacionais con luz). Exem.-Ondas planas TE e TM con k C xz.

GIoEI0 -
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1.10. MEDIO INHOMOXENEO FEBLE [C]

Consideremos un medio con indice de refraccion (6ptico, gravitacional ou electrdnico)
{n,ng,ne}=n,+An(r) tal que V(An) <1, é dicir, un Medio Inhomoxéneo Feble (MIF)
onde as direccidns de fluxo apenas cambian. Hai moitas solucidéns nestes medios, p.ex.,
se consideramos unha onda plana en z incidindo nun MIF, entén as compofientes da
normal de onda nun plano z=z, antes (ou lonxe) do medio son =/ =1/ =0 e z/=1. Neste
caso a variacion en z non ten que ser feble e mesmo pddese ter n,(z). Daquela, cando
esta onda plana se propaga no MIF obtemos en boa aproximacién (lembrar as EdR e ver

0 Exer.-2) 10L 10L 10L
—— ==z, =0, —— =y'~y,=0, —a—:zlzl (28)
n 0z

n ox n Oy
edaquela V2L~ 0?L/02>=V2L=0n/0z e ds ~ dz. Polo tanto a solucién aproximada
no MIF, cando incide a onda plana considerada, é
V2 d . .
) A e ntmdz ), oiko [, n(r)dz _ (A, /n'/2(r)] e'Fo JZ n(r)dz (29)
Notese que por ser un MIF en xy a solucion é formalmente igual a dun medio n(z) (ver
unha vez mais o Exer.-2).

Exer.- 3 [C] Sexa o indice gravitacional n,(x, 2)=n,(z)—a,hx/(h*+22)*/?, con a,, h ctes
tal que a,h< 1 (S5), é dicir, un MIF. Ademais supomos que n,(z—=+occ0)=1. Achar o
campo 6ptico £(r) resultante da interaccién do campo 6ptico & =E,e*?, procedente
dunha fonte sita en z,=—|z,|<0, co campo gravitacional. De seguido, achar o dngulo de
deflexion gravitacional o experimentada pola luz (S5) .

Na aproximacion lineal en x a solucion ondulatoria eikonal (ou WKB-6ptica) no campo
(lente) gravitacional feble, con vectores locais s pretos da direccidn z (luz incidente case-
plana ao redor de (x,y)=(h,0) e ao longo de z), vén dada por

E(r) & {Eo/\/ny(r)} €S molr)d=

A integral faise entre un plano z,<0 moi lonxe do campo gravitacional (rexion de inter-
accion), e un plano z tamén lonxe do campo. O calculo integral esta feito con detalle no
Suplemento 4.

GIoEI0 ’
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2. Optica Paraxial de Discontinuidades

2.1.INTRODUCION AS ONDAS PARAXIAIS

m Ondas esféricas exactas. A onda esférica diverxente de r1=(z1, y1, 21) (1 = ki|r — r1|),
e a converxente a r1=(x1, y1, 21) (p1=—Fk1|r — 71|), monocromaticas (w), con k1=k,n,

son

ik1|T—T1| —ik1|T—T1|

€ €

Era(z,y, 2, t) =A e Ei(z,y,2,t) =A e ! (30)

ol ol T
lr — 7| 7 — 71
Podemos comprobar a verxencia destas ondas esféricas, usando coordenadas cartesia-

nas. Sexa a superficie de onda £1=¢1 /k,=ni|r — 1|, logo

s1=VLi/m=V|r —r|=V/(z—21)> + (y —p)> + (z — 21)* =

=@ -2,y —y,z—2a)/|lr—ri| =@ —r)/lr —ri|l=ue_,)
i.e., a enerxia vai de r; a 7, logo diverxe do punto r;. Para L;=—|r — 71| obtemos
81=—U(p_p,)=U(r,—y), I.€, ONda cONverxente a 7.
m Ondas paraxiais ou case-planas. Se unha onda ten VL /n=s ~ u., é dicir, (9£/0z) /n<1
e (OL/dy)/n<1, entdn é unha paraxial (ou case-plana), i.e., z (eixo optico), sen perda de
xeralidade, é a direccion preferencial de propagacion da enerxia.
m Calculo de ondas esféricas paraxiais. Sexa, p.ex., unha fonte puntual en r1=(x1, y1, 21);
a aproximacion z-paraxial da correspondente onda esférica obtense considerando unha
seccion a “grande” distancia z—z{, e “pequenas” distanzas transversais (angulos peque-
nos), é dicir: |z — 1], |y — y1|< |z—21] (a seccion esférica desviase pouco dun plano z).
A aproximacién paraxial denominase tamén aproximacion parabadlica ou de Fresnel.
-Apliquemos isto a Fy, é dicir, L1=n1(z — 21)\/[(x — 21)> + (y —n1)?]/(z — 21)2 + 1, €
por Taylor

VI+@m1+8/2-8/84 .. {&=[(r — 1) +(y —u)*)/(2==)"} (31)

obtemos a orde 2 (tamén poderia haber ordes superiores: 4, 6,...), a seguinte expresion
espacial da onda esférica paraxial progresiva

2 2
A : (e )T (Y1) ,
81(?") ~ (Z _0121) ezklz el{ 1 2(2_21) }’ A:ﬂ _ A01e—zk121 (32)

-0 valor (z — z1) é o chamado radio de curvatura da onda: distanza paraxial dende o
punto de onde diverxe, ou ao onde converxe a onda, até a superficie de onda (seccidn).
-Para unha onda regresiva z ——z, logo facémolo cambio {z, z;} — {—z, —21} naonda
progresiva.

m Polarizacion case-global. Estas ondas admiten polarizacion case-global, é dicir, a mes-
ma que a das ondas z-planas. Facendo o cambio formal A,; —A,;u1, con u; €C? un vector
unitario complexo de polarizacion u;~c,u,+c,u,, c;, ¢, € C, temos

N2, N2
/01 s z‘{k:l(x x1)“+(y—y1)°)

E1(x,y,2) = E(x,y, 2)ur = W)y, (33)

(z = 21)
-E doado ver que V&, ~ 0, cimprese en boa aproximacién para todo punto (z,y) se
(x—m11)/(2—21)*<1, (y—w1)/(2—21)?<1, é dicir, onda case plana (rigorosamente pre-
cisariase unha pequena compofiente lonxitudinal).

GIoEI0 -
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m Fase paraxial. A fase £, da onda esférica paraxial £, vén dada, usando a Ec. (32), pola

expresion (- )+ ( )

L,=wv1/ko =n1(2 — 2z1) + My ;(2_31) Y1
-Superficies de fase constante. Por simplicidade sexa z;=y;=0; é doado ver, sen perda
de xeralidade, que nas proximidades de z ~ 0 < |z;| (calquera z cambiando o SR) a fase
pédese aproximar a: o1 = koniz—kony (2?+y?)/221—k,n121=cte’, e daquela obtemos
z=(2%+y?)/221+cte, que son paraboloides. Nétese que z non pode tomar calquera va-
lor, s6 os que aseguren a aproximacion paraxial (seccion da superficie de onda).

m Vector de Poynting e verxencia. Achamos o vector de Poynting paraxial, e particula-
rizamos para z;=—L, L>0,

:Vﬁp_ 1 8Lp 8Lp 8Lp): (iL"—ZL‘l Yy — 1 1 (:U—;Ul)2+(y_y1>2))

S — —
P ny Or’ dy’ 0z z4+ L z+ L’ 2(z+ L)?
Notar que s, é aproximadamente igual a 1 (logo dz/ds~1, entén s:fl—’s“ R~ (fl—ﬁ, %, 1)).0

vector de Poynting unitario é, en boa aproximacion,
sp~ ((x —21), (y —91), (2 + L)) /(2 + L) = (£)u(pry), T1=(21,41, L)

-Analizemos: se z>—L, i.e., (2+L)>0, entén s,=u(,_,,), Xa que obtemos s, oc (1 — 1),
logo aonda é diverxente de ry=(x1,y1, —L).Se 2<—L, logo z+L<0, entdn s,=—u(,_,)
xa que s, X —(7 — 71), e aonde é converxente a r1=(z1, y1, —L).

-Regra do radio de curvatura. Polo tanto a onda diverxe do punto (0,0, z;=—1L) para
2>z e converxe a (0,0, z1) para z<z;. Daquela extrdese a seguinte regra: se (z—z1)>0
a onda é diverxente, e se (z—21)<0 a onda é converxente.

m Factorizacion paraxial. Unha onda z-paraxial nun medio con indice n=n, pddese es-

cribir como , A ,
8(.7;, Y, Z) _ ezkonoz E])<:I;7 v, Z) {: /’Lk‘onoz E(Z)elkaﬁL(I*y’Z)} (34)

onde E,(z,y, 2) é a chamada amplitude paraxial que satisface a chamada Ecuacién de
Ondas Paraxial ou de Fresnel.

2.2. ECUACION DE ONDAS DE FRESNEL OU PARAXIAL [C]

A onda paraxial dada pola Ec. (32) é unha solucidn exacta da chamada Ecuacion de Ondas
de Fresnel (EOF) (ou Paraxial). A EOF obtense a partires da EEH na aproximacién para-
xial. E dicir, sustituindo a expresién (34) na EEH, e desprezando o termo 82Ep/(9z2 <1
(variacion lenta da amplitude en z), obtense a EOF

OE 0% 9?

V2E,+ 2ik,n,—2~0, conV?=—t—

LEpF StRon 0z = 8$2+8y2

No caso da onda esférica paraxial (32) temos n,=n, logo a amplitude paraxial E,(z, y, 2)
vén dada por

(35)

2 2
A Ay @D H (Y1)
Ep(x7y7 Z) = —o ez{ ! 2=z } (36)

Z— 21
-E doado comprobar (Exer) por sustitucién que esta onda de fase cuadratica (onda esfé-
rica paraxial) satisface de forma exacta a EOF, pero so é valida na aproximacion paraxial.

GIoEI0 .
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2.3. ONDAS PARAXIAIS E DISCONTINUIDADES

-Sexan dous medios dieléctricos e homoxéneos de indices n; e ny separados por unha
fronteira (superficie ou discontinuidade) arbitraria (ver Figura).

X
Transformacion
(X,y,22 Optica
- .z <0 % [ w0
IR W [ Z
/

\ \ r,=(0,0,z,)

n, Ondas Paraxiais

-No caso de discontinuidades planas sobre as que inciden ondas planas as ondas trans-
mitidas e reflectidas tamén son planas. No caso de ondas paraxiais incidentes semella
razonable ter tamén ondas paraxiais transmitidas e reflectidas, mesmo se as fronteiras
non son planas (pero paraxiais). P.ex., se as superficies son cuadraticas (ou cuarticas,
etc.) as ondas tamén o deberian ser. E convinte ter expresidns xerais destas ondas trans-
mitidas e reflectidas paraxiais. Comezamos coas esféricas paraxiais.

-Sexa unha onda esférica (escalar) paraxial (progresiva) no medio n; (2<0), p.ex. diver-
xente de r1 = (x1, y1, 21) se z1<0, i.e., unha onda incidente &; sobre a fronteira, e dada
pola Ec. (32). Supomos que se obtén outra onda esférica paraxial transmitida ao me-
dio ny, p.ex. converxente a Ty = (79,1, 22) se z>0 (Transformacién Optica), e outra
reflectida ao medio n;, p.ex. converxente a 75 = (T2, o, 22) se Z2<0.

Obs.-Na Figura, por simplicidade, temos o caso particular (0,0, z1), é dicir, un punto lu-
minoso axial, e daquela ondas transmitidas e reflectidas tamén axiais.

-Onda esférica paraxial transmitida. Na aproximacion paraxial a expresion da onda trans-
mitida (progresiva) no medio ns (2>0) é (obtense, p.ex., da Ec. (30) para E»)

—19)2 4 (y—y9)?
Ao eikQZ ei{]@( 2)“+(y—y2) )}

2z=2) d.c. — {A, 37
(= 2) , cde = {Ag, 22,22,92}| (37)

th(xa Y, Z) =

onde 19, 19, 25 € 0 factor de amplitude A, obteranse usando condicions de continuida-
de (c.d.c.) nunha superficie, discontinuidade ou fronteira entre dous medios 6pticos.

-Onda esférica paraxial reflectida. As ondas paraxiais transmitidas son progresivas en
z, entdn baixo o cambio z, 29— —2z, —z5 na Ec. (37) obtemos unha onda reflectida (2<0)
(neste caso regresiva). Por claridade notacional usaremos ademais T, 92, Zo. Daquela

-2 )
~Aor ikys _i{kl(w—w) +(y—=72)%)

Exr(T,y, 2) = = 2A=2) }7 c.d.c. = {Ay, 22, To, o} | (38)

Coma no caso de transmision, os valores de 75, =(72, 72, Z») e do factor de amplitude
A, obteranse usando c.d.c. na discontinuidade. E doado probar (Exer) que o vector de
Poynting paraxial é s, ~ (— (‘Z:“Z), — (‘Z:Zi), —1). Nétese, da Ec. (38), que a regra do radio

de curvatura invirtese, p.ex., se z—Z,>0 entén s, — (7 — 5, ), é dicir, onda converxente.
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-Ondas cilindricas paraxiais. Podemos aplicar tamén a paraxialidade ao caso de ondas
cilindricas, p.ex., ondas y-invariantes,

AOl K — —w
Ey(p,t) = o= p |2 e'kilp=prl it (39)

onde p=(z, z), con p=(z> + 22)V/2, e p,=(x1, z1): lifia luminosa localizada nese punto
do plano xz, de onde diverxe (fonte lineal) ou a onde converxe (foco lineal) a onda.

-As ondas cilindricas paraxiais obtéfiense aplicando o mesmo procedemento que no
caso das ondas esféricas, logo obtemos (neste caso 2 = (v — x1)%/(z — 21)?)

/1 1kt 2 { 1;I1)2} / ik
Si(,2) = iy e ETERTL A A (400)
2
A i{k 296_962)}
Eai(, 2) = ﬁel’we =22 7 cdc. = {Ag, 22,20} (40b)

Nétese a diferente amplitude respecto ao caso esférico paraxial. Por outra banda, para
unha onda regresiva (reflectida) &, (x, z), de novo facemos o cambio formal ko——k;.
Asemade, estas ondas tamén admiten polarizacion case-global, p.ex., unha onda cilin-
drica polarizada circularmente

/1 iklz i{k1 23; N } 1
Eilr,2)  —>——¢€ (=21) 7 (u, + iu 41
1( ) (2—21)1/2 \/5( y) ( )
-Ondas esfero-cilindricas paraxiais. Finalmente, podemos considerar tamén o producto
de duas ondas cilindricas paraxiais (salvo fase plana comun), chamadas ondas esfero-
cilindricas paraxiais (S6-57),
)2 2
1 @'{kl;“””—xl))} 1 Stk 23 311)>}

(z—214

Elw,y,2) ~ A ez = -
( ) ol (Z _ zlm)1/2 (Z . Zly)l/?

(42)

Este tipo de ondas obtéfense de forma natural en medios anisétropos, ou usando ele-
mentos Opticos especificos (como por exemplo lentes cilindricas). Notese ademais que
no limite 21, = 21, obtemos a onda esférica paraxial.

-Ondas esféricas case-paraxiais. Poderiamos incrementar dous ordes mais a fase da on-
da, é dicir, até orde cuartico, e mantendo a amplitude paraxial, o que permite introducir
un exemplo de ondas case-paraxiais,

o @) ) () -y
! . i{k —k
g]_(x,y, Z) ~ ﬁ eZlﬁZ e { 1 2(2’—21) 1 8(2—21)3 } (43)

En xeral hai un amplo conxunto de ondas paraxiais e case-paraxiais. As primeiras verifican
de xeito exacto a EOF dada pola Ec. (35) e as segundas verificana de xeito aproximado.

Obs.-E doado probar (por sustitucién) (Exer) que as ondas cilindricas paraxiais e as ondas
esfero-cilindricas verifican de xeito exacto a EOF, igual que as esféricas paraxiais.

GIoEI0 .
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-Ondas planas paraxiais. Sexa unha onda plana exacta nun medio de indice n; e vector
de onda k = k,ni(cosc’, cos 3, cos &), onde cos? o’ + cos? 3’ + cos? &’ =1 (cosenos di-
rectores, e angulos directores o/, 3/, &'). A

-Aproximacion paraxial. Unha estima- Y
cion cuantitativa da aproximacion z-
paraxial é §'<15° (< 0.25rad), e daquela
a=r/2—d'K1, f=n/2—/'«1, polo tanto X

cos o’ ~ a e cos 3’ =~ (3, onde se fixo uso de .

cosa’=sena~« e cos 3'=sen S~ [ (an- o ' .__Z
gulos directores complementarios). Logo,

: / / / . a2+p2
Ei(z,y,2) = Eu 6zkl{cosa z—+cos B'y+cos 'z} ~E,, ezkl{a$+6y+(1——2 )z} (44)

O termo cuadratico en « e [ é pequeno e colleuse por completitude formal. Obtense
de cos? ¥, usando de novo Taylor da funcidn raiz cuadrada cos &’ ~ /1 — £2, neste caso

2.2 2
con {7 =a+/3%, 2 S , a2 + 52

\/1—5%1—5/2—5/8—...z1—T (45)
-Daquela temos s ~ (a, 3, 1). Nétese que unha onda plana en z =0 é igual a unha fase
lineal en z e en y; e se a = (3 =0, entdn é unha constante E,;.

-Ondas planas como caso limite. E intuitivo imaxinar unha onda plana coma o limite de
ondas esféricas (ou cilindricas) cando proceden dunha fonte sita moi lonxe da disconti-
nuidade (ou do plano-seccién de observacién). Esta aproximacion é moi util, p.ex., para
describir as fontes lonxanas en astronomia dptica.

En efecto, a expresidon aproximada do cam- : )

po optico & (x,y, z) nas proximidades de ) ) )

2z~ (), procedente dun punto féra de ei- % ) / /
xo 1, no limite formal |z1| >> |z|, |y|, |2,

e usando Taylor na orixe a orde 1, é a se- « /
guinte i

NG
e
7

2
. xT
ik S k2 (1= h))

/ (z—21)>+42) /

E =—9 chze 2(z—21) A — ol o
(z — z1) 2
onde usamos unha aproximacion lineal da fase da onda (i.e., Taylor de 12 orde en x e z),

v —2rr+ i +y?  2maz+a? xmxr 2i(z+z)  max 2iz af

2(z — 1) T 20z—z) oz 22— 4 222 24

Obsérvese que o ~ 1/ 2, logo obtemos unha onda plana paraxial, como era de agardar,
é dicir, A ad
£ = — ol thay (47)

£ = E eithlort(=5)) & g/ githilorts)) g
21

Obviamente, non é unha onda luminosa intensa. En xeral, tamén teriamos [ ~ v, /2.
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2.4. DISCONTINUIDADES OPTICAS PLANAS

-Calculo da onda transmitida. Sexa unha discontinuidade plana z =0 (dioptrio plano)
separando medios de indices ni, ny. Un campo éptico de frecuencia w, e linealmente
polarizado case-TE (u,), incide sobre dela. A c.d.c. é (ver S8 para mais detalles)

t1&1(x,y,0) =Ex(x,y,0), t1 =~ 2n1/(n1 + n2) (48)

onde se tomou o valor de t; baixo a aproximacion paraxial, é dicir, o coeficiente de Fresnel
baixo incidencia case-normal. De acordo coas expresions paraxiais das ondas esféricas,
temos en z=0

—i{kony (x—x1)2+(y—y1)2

) <x—x2>2+<y—yz>2>}
221 = (AOQ/ZQ) €

ti(A,/z1)€

i.-A c.d.c. impon a unicidade de fase, logo igualando coeficientes dos polinomios de 22
grao na fase:

(49)

‘o n n2 ) <1 n2
Fase cuadrdtica (2 + ¢?): —=— = =" n=2—=2zn, (50)
21 ) no ni ni
. 22 Ny 22 M
Fase lineal (x e y): To=——1T1 = MI1, Yo=——Y1=MY1 (51)
N9 21 ng z1

-As Ecs. 50), (51, non son mais que as expresions xerais da Lei de Conxugacion (LdC) a
da Lei de Aumento (LdA) (resultados da éptica xeométrica). No caso do dioptrio plano
temos m=1, é dicir, zo=x1 € yo=1.

ii.-lgualando as amplitudes constantes obtemos a (moi xeral) expresidon paraof.d.a. Ao,
- /

z A
Ap =t A = =t A n,, {ouBp=—tE zin, conE, ==}  (52)
21 21
-Isto non é mais que a conservacidon de densidade de fluxo luminoso (intensidade), é
dicir, Iy =ns|E|* =TI, = Tny|E1]* = (na/n1)|t1]? 11, (agés o factor €,¢/2), que é o que
se obtén usando a Ec. (52), i.e., na|An|?/25 = Tni|AL,|? /2.

En conclusidn, a expresion da onda transmitida £y (1, y, 2, t), en funcién dos datos alfa-
numéricos (t1, z1, AL, n1, N, ko=27/X,), €

AgoeFornz? o i) y—yn)? nyAL ezt o e teuey)?
02 ez{kong ==y } 4 ol ez{kong Sty } (53)
(z — 29) (z — z1n,)

82t(’l", t):

-Estudo da verxencia. Para analizar a verxencia en z>0 (despois da discontinuidade)
achamos o vector unitario de Poynting

. e V2 (a1 )2
Aoz €% ifigny - %iﬁ%l) 2 sp:VEP ~ (

(z — z1n,) No 2z — 2N, 2 — 2Ny,

r—I y—x

Egt(r) =

Se z1<0 (ondaincidente diverxente de z1): s,~ (z—x1, y—y1, 2—211,) [ (2—211) R U (p_py)
a onda é diverxente. Pero se z; >0 (onda incidente converxente ou fonte virtual) entén a
onda sera converxente Vz<z1n;, X.0. 8y~ —U(y_p,) =U(r,_r); € S€ra diverxente Vz>z1n,..
-Obsérvese ademais o salto abrupto de fase '™ (fase topoldxica) no paso por z=n,z
(singularidade 6ptica).

GIoEI0 0
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Exer.- 4 Sexan dous medios de indices n; =1 e ny =n, separados pola superficie z=0.
4.1.-Usando c.d.c. acha-la expresién da onda & (z, y, z) refractada cando o campo in-
cidente & (z,y, z) procede dun punto luminoso sito a unha distanza L 4 esquerda da
discontinuidade e en (21, y;1)=(a,0); o factor de amplitude é A,;. 4.2.-Analizar a onda
transmitida (é dicir, achar o vector de onda local e analizar verxencia).

Sol.-4.1.-E un caso particular do caso xeral visto antes con z;=—L, x1=a, y;=0, n1=1
e no=n,, daquela

z—a)2 442 , 2 0) 24 (y—re) 2
2 A ilkly A itk [ty

(1+mn,) L 29

onde A’OleoleikoL. Por inspeccion da c.d.c., obtemos os valores de 25, x5 € 35 que fan as
exponenciais iguais: zo = (ny/n1)z1 = —n,L, ro=a, y>=0, logo, ro=(a, 0, —n,L).

Da igualdade das constantes de amplitude obtense a expresidon do factor de amplitude
A,». Usando ademais o valor obtido para 25, obtense

/
A=t A —“=— z=t|A n,=t,E, Ln, {E =—2
02 1 0121 (1_|_n0) L 2 1Rp1700 1to1 o { ol L }

a constante E/; é para enfatizar as unidades de campo 6ptico (se fose de interese). Polo
tanto sustituindo os valores obtidos zo=—n,L, x2=a, y2=0 e A,o,=t1E., Ln, na expresion

xeral do campo 6ptico transmitido obtemos )
n A " i{kono =0 "+u7)y
g T,Y,2) = t ) SP Onoze 2(Z+n0L)
2y, 2) = W = T

Sol.-4.2.-O vector de onda local é ky=£k,V L, onde V £,=n,s, é dicir, temos o vector
de Poynting

L r—a x—a,y,z+n,
S:V p%((( ) Y ):( Y,z + L)N

z+n,L) (z+n,L)’ (2 +n,L) ~ o)

polo tanto é unha onda diverxente virtualmente de r,=(a, 0, —n,L) (virtual: “todo pa-
rece como se” procedera dese punto).

o

-Varias discontinuidades planas. [C] Este resultado é doado xeralizalo a varias discon-
tinuidades planas. P.ex., sexan 2 discontinuidades separadas unha distanza d;, enton

tendo en conta o resultado da Ec. (53) obteriamos )
z z A etkonadr . i{kons (x—;l) +(y=y1)
Exi(r,1) = L1ty 2(1) #2(2) Aol eikonzz o (2=29(2)) (55)

211) 212) (2 = 222))

2

onde o subindice con paréntese denota a discontinuidade plana considerada. Nétese ta-
mén que a LdC é sempre a mesma, é dicir, zo(1)/21(1)="n2/M1, 22(2)/ Z1(2)="n3/N2, logo 0
producto deses factores na amplitude simplificase a n3/n;. A xeralizacién a N disconti-

nuidades € inmediata, (5—a1)2+(y—y7 )2

Q(Z—ZQ(N)) } (56)

ny+1 AldeikOA i{kon N1
ny (z— Zz(N))

onde A = nady + ... + ny_1dy. Daquela, todo se reduce a achar o valor de Za(N), COMO
ilustraremos no Exer.-5.
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Exer.- 5 Sexan tres medios de indices ny = 1 e ny = n, n3 = 1 separados polas superficies
2=0 e z=d; (lamina plano-paralela). Sexa unha onda procedente do punto luminoso sito
en (a,0,—L). Achar a expresién do campo 6ptico transmitido. Fagase tamén para onda
plana incidente de amplitude E, e propagandose na direccion paraxial (o, 0, 1).

Sol.-A primeira discontinuidade esta resolta no Exer. 4, logo sé hai que resolver a 22
discontinuidade, é dicir, débese cumprir t2E9(x, y, d1)=Es(x, y, d1),

ikonod +y 2 ye 2
noAy € 16Z{’%”ow} _ As 6_1{]10 ol e

(dy + noL) 23

Obsérvese que &;;(x, y) estd referido a un SR coa orixe en (0, 0, dy ), é dicir, xy7, con n=0,
inda que normalmente 7 se volve a denotar como z.

to&or(x,y, d1) = tits

-E certo que o campo incidente sobre z=d; esta referido a un SR coa orixe en (0, 0, 0)
pero o valor do campo en calquera plano é independente do SR escollido. En efecto, se
escribimos o campo incidente &; respecto ao novo SR n=z—d;, logo z=n+d;, temos

' gikonody e (@)t
8215(37, Yy, 77)151 (nOA 1€ ' Z{kOnOQ(n+d1+noL)}
Ui

Pero a discontinuidade z=d; no novo SR esta en n=0, logo obtemos o mesmo valor
do campo. En resumo, en Optica debe usarse a Gltima discontinuidade coma orixe da
coordenada z, xa que as LdC e outros parametros son dados (convenio) respecto a esa
ultima discontinuidade. Ademais, fisicamente é mellor medir a onda de saida respecto
a ultima discontinuidade.

-Voltando agora a c.d.c. entre a segunda e a terceira onda obtemos os parametros bus-
cados: x3=a, y3=0; 23=—(d1 + noL)/no=—di/n,—L;  Agg=titoA}; e """

Notese que o f.d.a. non depende de z3/ 25, polo tanto a onda transmitida ao medio 3 vén
dada pola seguinte expresion

Ex(x,y, 2) = tits

2+y2)

/ ikzonodl . ) J I
AOl6 Zkoz i{k 02 z+d1/n0—|—L)}

(z+d1/no+L)

-Para o caso de iluminacion plana abonda con usar ondas planas z-paraxias. (Exer)

-Calculo usando LdC. [C] Imos agora, por completitude, aplicar a expresion xeral obtida
para multiples discontinuidades planas, é dicir,

1 AI ikonody . Z{kow}
€3t('r, t) tltg—— D — GZkOZ (& (2722(2))

SO hai que achar zy(9) usando a LdC de discontinuidades planas e unha regra de concate-
nacion entre as posicidns 2, e z; de discontinuidades consecutivas. Na primeira discon-
tinuidade temos z(1) = (n2/n1)211) = (n0/1)(—L) = —n,L. Agora precisamos achar
Zy(9) A partires de Z1(2), @ cal debe se calculada tendo en conta a separacion d; entre as
discontinuidades, é dicir, z;(9) = —(d1 — 22(1)) = —d1 + 22(1) = —d1 — n, L.
-Finalmente, usando z;() na LdC para a segunda discontinuidade obtemos o valor bus-
cado, é dicir, zy(9) = (n3/n2)21(2) = (1/10)(—dy —n,L) = —dy/n, — L Se houbese mais
discontinuidades planas procederlase de igual xeito, sen necesidade de aplicar as c.d.c.
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2.5. ONDAS -FEIXES- ESFERICAS GAUSSIANAS

m Forma Complexa dunha Onda Gaussiana. Sexa a onda esférica paraxial dada pola Ec. (32),
con ky;=k,, por simplicidade. Facendo a transformacién formal ao dominio complexo
do parametro z; obtense o parametro complexo

21— 21+ 1201 (57)

con z,; = zr > 0 a chamada lonxitude de Rayleigh (como veremos é unha distanza sen

diverxencia significativa), obtense unha nova solucién paraxial,

A/ eikoz Z{k: (z2+y2) } A e—ikozl . " (332+y2)
o e oGz i) = Pog @ 7 ikoz ko)

(2 — 21 — i201) Q1

81 (’I") = (58)

con q1=(z—z1—12,). A Ec. (58) é a expresion dunha onda (feixe) Gaussiana esférica en
forma complexa con radio de curvatura complexo ¢, (pddese comprobar, por sustitucién,
gue o campo Gaussiano é unha solucidn exacta da EOF).

m Forma Normal dunha Onda Gaussiana. Da forma complexa (58), separamos a parte
real e imaxinaria do factor 1/q1=1/[(z — 21)—izo1]=[(z — 21)+iza|/[(z — 21)* + 22],
logo 1/q1=1/Ry(2)+i/k,w}(z). Usando ademais a forma polar no denominador da am-
plitude, é dicir, g = —i[(z — 21)? + 22]"/? exp{iatn[(z — 21)/2,1]}, obtemos da Ec. (58)
a forma normal,

22 442) (@22

Eilz,y, 2) = ol !0 " 2R (5] o 201(%) (59)
[(z = 21)% + 23]"/?

(z—21)?+25 (z—21)*+ 25
) Ri(z) = 2 , wilz) = 9
o1 ), Filz) Z— 2z 1(2) ko zo1

Z — 2 (60)

¢c(z) = atn(

onde ¢¢(z)€ [—7/2,7/2] é a chamada fase de Gouy. A funcién w?(z) define unha se-
mianchura significativa da Gaussiana. Tamén se usa Wy (z)=+v2w;(z). En xeral Vz#z, é
unha onda esférica paraxial con amplitude Gaussiana de semianchura non minima.
-Semianchura minima (waist). Sexa w (z=21)=w, = (zol/k;o)l/g, que é, segundo a Ec. (60),
a semianchura minima (ou waist) do feixe, logo z, =zr=Fk,w?. Asemade W,=2'/2w,,
enton

W, =21/2 w0:21/2(201/k0)1/2:21/2(23/k0)1/2 (61)
-Entdn no plano z = z; obtemos unha onda Gaussiana con fase plana e unha amplitude
Gaussiana de anchura minima. En particular, da Ec. (58) ou (59) obtemos nese plano
, (@22
ezkozl e 2w2

i /2 _ @ ?)
— %.1.6 W2 (62)

logo a fase é plana e a amplitude é Gaussiana de semianchura minima WW,. Notese que

o valor w, é a distanza radial & cal decae a intensidade (I;  |£1|?) méximaa 1/¢,e W,
2

al/e.

-Tamén, en boa aproximacion, as ondas Gaussianas admiten polarizacion case-global, é

diCil’, El(r) zgl(r)u.
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m Andlise da Intensidade. Achando a intensidade (‘reducida’) do campo dado pola Ec. (59)
obtense (2 +42)

2 _
B2y, 2) = |61y, o) =l 0 (63)
(z — 21)" + 25
-Ao longo do eixo z, i.e., para (z,y)=(0,0), é unha funcién Lorentziana, con maximo
en z=z,. Como sabemos nese plano W, (z=z,)=W,=v2w, é minimo, logo hai maxima
concentracion de enerxia. Estas son ondas-feixes tipicas de cavidades opticas, fibras
Opticas, laseres (modo espacial fundamental TEM,,), etc.

-Noétese tamén que z,;=zp € a distanza a cal a intensidade decae 4 metade do seu valor
dende o plano de fase plana z=z1, é dicir, en z2=21+2zg, 1(0,0, 21+25)=|Ao,|*/22%.
-No limite (z—z1)>2,1, obtense unha onda esférica uniforme que semella proceder de
z =~ z1, con radio de curvatura Ry(z) ~ (z — z1), wy = Wl/\/§>> lepg=m/2.

-Analise grafico. Na Fig. a) mdstrase a imaxe dunha onda ou feixe laser azul, descrito polo
campo Gaussiano [;(r) da Ec. (63) (modo TEM,), nun plano z (nétese tamarfio “finito”).
Na Fig. b) simulase a propagaciéon converxente e diverxente do feixe usando a funcion
Wi(2) = V2w (2), coma fronteira significativa da enerxia do feixe.

a) - b)

-As frontes de onda presentan un radio de curvatura variable coa distanza z (ver Figu-
ra), i.e., B1(2)=[(z — 21)? + 2% /(z—21) (lifias de fluxo non rectilifias), dende un valor
infinito en z=z; (fronte plano) até un valor asintético z—z; para 2> z;.

-Asemade baixo propagacion alcanzase unha diverxencia ¢ constante. En efecto, tendo
en conta W (2)=v/2w1(z), entén no limite (z—z,)>>z,1, obtense dito angulo 6,

V2w (2) V2[(z =2+ 27 V2N

O=Ilim_. s, ——=Ilim,_.)s. = —
(ema)>z (z —21) (z=m)>2 Vkozo1 (2 — 21) Vkozp W,

onde usamos zolzzR:kOwgszWE/Q. Se a lonxitude de Rayleigh zz aumenta, entén 6
diminue, logo 2z (17, ou w,) caracteriza a diverxencia (difraccion) da Gaussiana. Asema-
de, se \, aumenta tamén o fai # e viceversa (comportamento ondulatorio difractivo).
-Finalmente, indicar que isto explica, en parte, o tamaiio finito das ondas emitidas por
fontes case-puntuais.

Exer.- 6 -Achar o vector de onda local dunha onda Gaussiana con z;=0 nun plano ar-
bitrario z, e analizar o resultado. Finalmente, xustificar que as linas de fluxo de enerxia
vefien descritas por wy(z), é dicir, x(z) = z,w1(2) /w,.

Sol.- Lémbrese que o vector de onda local e daquela as lifias de fluxo obtéfiense da
(superficie) fase da onda. No caso de ondas Gaussianas L=z+(2?+y?)/2R(z). A con-
tribucion da fase de Gouy ao vector de onda é desprezable xa que vai con ¢g(z)/k,.

GIoEI0 ’
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-Pinzas opticas (Premio Nobel 2018). [C] Potencial dptico: tendo en conta que a ener-
xia potencial dipolar é U=er E, e que por ILM clasica obtemos er=—aE, entén en ( );
temos Uy=—(a/2)|E(x,y, 2)|*=—(a/2)I(z,y, 2), é dicir, un pozo de potencial. No caso
Gaussiano, ver Ec. (63) e Figura, obtemos

U = —(aj2) e

t = —\&

(2 — 21)% + 24
é dicir, na direccion transversal o potencial luminoso é Gaussiano, e na lonxitudinal
(z) é Lorentziano (mais ancho, logo menos confinante), con un valor minimo no pun-

o (z,y,2)=(0,0, z1) (p-e., 21=0).

Obs.-Na Figura tamén se mostra que é posible describir o

@+
e (2_21)2+231

atrapamento dunha microparticula cun modelo de cam-
bio de momento lineal (ver Figura), porén, para nanopar-
ticulas hai que usar o modelo de pozo de luz anterior. P6-
dese explicar considerando conservacién do momento li-

neal. A luz incide cun momento p x k e sae con outro,
logo a diferencia é transferida @ microparticula.

2.6. ONDAS -FEIXES- HERMITE-GAUSS

Outras soluciéns da EOF son as derivadas das Gaussians, p.ex., en z,y, x e y, tendo on-
das H-G (Hermite-Gauss) de ordes 10, 01 e 11 (ceros das funC|ons en z e y). Logo por
derivacion de & o) (r)=A gtboo (r)=Ao(1/q1)e"* exp{ik, G +y }, temos, salvo ctes,

E 10y (1)=A,(/q1) Yoo (T); € 01)(r)=AL(y/q1)tboo(T); (11)( ) A (zy/q;)oo(r)  (65)

Nétese que, xa que q; x e ’¢G, temos fases de Gouy: ¢10=p10=20¢(2), p11=3¢q(2).
Estes son campos (feixes) Opticos xera-
dos, p.ex., en cavidades laser, tamén en
fibras opticas, etc. Chamanse modos 6pti-
cos transversais (ou espaciais). Na Figura
maostranse campos H-G no plano z = z; (fa-
se plana). Nétese que, en efecto, os subin-
dices indican o numero de ceros nas direc-
cion x e y, respectivamente.

-Transporte de Momento Angular Orbital (MAO). A superposicion £.1=& 1) (r):tz’é'(m)
da os chamados vortices dpticos (Vo) (ver Figura) con MAO | = +1,

' (22 443) . _ . P2
£ (o + i) (1)) e T g petie( e oo (e

p=+/x% + y?, p=atn(y/x). Notese que o operador diferencial MAO (compoiiente >) da
—i0E 11 /0p==%E 11 (semellante a —ide** /0z=k,e'**?, i.e., a0 Momento Lineal).
-Microscopia STED (Premio Nobel 2014). [C] Xa que nun VO a intensidade é nula no cen-
tro (punto escuro), permite a cancelacién selectiva de fluorescencia ou emisién esponta-
nea (em.esp.) (“lenta”) por emisidon estimulada (em.est.), i.e., excitacion electrdénica con
Yoo e seguido de desexcitacion selectiva por em.est. con , p.ex., £1, logo sé no centro
hai em.esp.
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Exer.- 7 Sexa un feixe Gaussiano de amplitude A, propagandose no baleiro con parame-
tro complexo z1 +7z,. 7.1.-Se incide sobre unha superficie plana z =0 de separacion
cun medio de indice n=n,, achar a expresién complexa e normal do feixe Gaussiano
transmitido. 7.2.-Fagase tamén para a onda Hermite-Gauss 9= (z/q)¢go.

Sol.-7.1.-Usando c.d.c. en z = (0 do feixe Gaussiano incidente co transmitido en forma

complexa, temos 2, 2 2,2

/ - (z“+y*) : (% +y*)
tlA?1 e—l{ko 2(21—|—iz01)} — AOQ. _ e_z{kono 2(Z2+izo2)}
(21 + 1201) (22 + i202)

onde A’Oleoge‘ikozl, logo da igualdade das Gaussianas complexas obtemos a seguinte

relacion : :
29 +1202 = no<zl + ZZ()I)

logo zo=n,21 € 2,9=n,%,1, € da igualdade de amplitudes A, = t1n,A.,. Daquela, obte-

mos o seguinte feixe Gaussiano en forma complexa

(22 +y?)

ikonoz }
z—no(z1+iz1)]

/
tln/() A()l e

2 —ny(21 4 1201)]

i{kon02[

Eo(z,y,2) = [

Noétese que é menos diverxente xa que zr==2,0="N,%01>> %01, € dicir, un medio material
reduce a diverxencia do feixe.

-Agora escribimos a forma normal, como fixemos no caso xeral na Ec. (59). Comezamos
usando o radio de curvatura complexo ¢=[(z—n,21)—in,%,1], polo tanto con médulo
|g2| = \/ (2 — no21)? + n222,. Daquela, racionalizando na exponencial obtemos a expre-
sion @3 /|q2|*=[(z — no21) + invze1]/|ge|? € na amplitude da Gaussiana usamos a forma
polar go=—1i|qo| exp{iatn[(z — n,21)/(n,201]}, polo tanto escribimos

2,2
xr -‘r
—kongzol @4y7) 5 y2 )
e |92

2,92
/ A _ ) (x“+y*)(z2—nozq)
Exlz,y, 2) = i—tlTO'TOl e 0G2gikoloz ez{kon s
q2

onde ¢go=atn{(z — nyz1)/nz.1 }=atn{(z — 22)/z02}. NOtese que en z=n,z, se z;>0,
temos un méaximo de intensidade en eixo. Asemade, Ry(z) = |q2|?/(z — no21), € a semi-
anchura wi(z) = |qa|*/(kon221)

Sol.-7.2.-No caso H-G obtéfiense os mesmos valores dos parametros 25 e z,o (logo ¢»)
que no caso Gaussiano excepto a constante de amplitude que neste caso tomara o valor
Ay = tin?Al,, en efecto,

/ . (x2+y2) _; M

(21 4+ i201)? (22 +i202)?
E obvio que de novo 2y + iz, =1, (21 +1201), pero no denominador da amplitude da
Gaussiana temos g3, de ai A,; = t;n2A!,. Logo o campo éptico en formal normal é

(0]
2. (%42

—RoN,Z,
} 0'lo 0]. 2|q2|2

24 2N : . 1{kon
( 2)‘ t1|72LOA01 7 o 12062 pikonoz {kono 2ga?
q2

-Deste exemplo concluese que os campos H-G de orde mn terian os mesmos parametros
29 € Z,o (logo o) excepto os factores de amplitude e as fases de Gouy.

GIoEI0 .
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2.7. DISCONTINUIDADES PARAXIAIS NON PLANAS

m Concepto de fronteiras paraxiais. Unha fronteira, superficie ou discontinuidade para-
xial z(,(x,y) estd caracterizada por ter normais pretas dunha direccién, p.ex. a z, polo
tanto as ondas ¢ e r na discontinuidade seguirdn a ser z-paraxiais. En xeral considera-
mos superficies (secciéns) ou fronteiras tal que z,)(0,0) = 0 (sen perda de xeralidade)
e |z (z,y)| < 1,Y(zr,y), como se mostra na Fig.a).

Discontinuidades basicas son, p.ex., as planas, esféricas, cilindricas, etc., que seran pa-
raxiais se a normal local da superficie é n(r)~u..

Sexa p.ex., unha superficie esférica tan-
AX AX xente 6 plano z =0. Pode ter centros de

curvatura en (0,0, R;) ou (0,0, Ry), con
% R>0 . radios de curvatura, por exemplo: R; <0
e Ry >0, como na Fig.b). A primeira su-
Z0)(%,3) Z)(%,Y) perficie esférica @ esquerda da Figura vén
Zp)(X,y) representada exactamente pola funciéon

b) a) 22 +y*+(2—Ry)*=R3. Se fose, p.ex., y-
cilindrica seria 2%+ (z— Ry )?*=R3.

v

Co obxecto de obter a aproximacion z-paraxial da superficie esférica despexamos z da
ecuacion da superficie (ecuaciéon de segundo grao en z), e obtense

2y = Ry /R — (a2 +42) = 20) = R — /R — (e + ) (67)
Por consistencia escéllese a solucion con signo negativo, é dicir, a seccion esférica tan-
xente a orixe (a outra parte con signo + non estd na Figura).
-Fronteiras paraxiais esféricas. A aproximacion paraxial consiste en considerar que te-
mos |Ry| >z, |y,
(«*+y") (4 yz)Q} Gy

2 = F = Rl - oR? 8R! 2R

(68)

onde usamos a Ec. (45), i.e., Taylor a orde 2, logo un dioptrio esférico. Se R{=2400 temos
o dioptrio plano ou fronteira plana, é dicir, z;) = 0.

-Fronteiras paraxiais cilindricas. Eliminando formalmente unha das dimensiéns (dioptrio
cilindrico), 22 y?

2(1) ~ 2_R1 (OU Z(1) ~ 2_R1 (69)

-Fronteiras asféricas (case-paraxiais). Son fronteiras que non corresponden ao desen-
volvemento en Taylor dunha esfera, ver Ec. (68), coma p.ex. a superficie cuartica

1 1
20y (2, y) = ﬁ(ac2 + %) + @(1’2 +y%)?, con R,#R. (70)

Nestas fronteiras a propagacion, despois da T ou R, non conserva a forma da onda (é
preciso unha teoria mais xeral: difraccion). Porén, pode haber solucions particulares.

GIoEI0 .
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2.8. FUNCIONS DE TRANSMISION E DISCONTINUIDADES

m Funcion de transmision dunha superficie. Sexa unha discontinuidade (superficie) pa-
raxial z(;) separando dous medios de indice n; e no. A c.d.c. na superficie z=2(;) €

t1&1(x,y, 2(1)) = Exu(, Y, 201)) (71)
Sexa a factorizacion paraxial da Ec. (34) Enan(r)= etFona, 27E(p1 por)(T), € @ aproxima-

cién na amplitude paraxial: E(1 01 (7, Y, 2 )% 120 (T, Y, 0)=E 1,20y (x, 9, 0) (ver esfé-

rica paraxial), entén )
t e“fow W E(w,y,0) = MO & (2,4,0) —

— tle ko(mi=n2)zq) (@.y) 81('r Y, ) — t(.ﬁC, y) gl(xa Y, 0) ~ 82('r7 Y, O) (72)

onde t(x,y) é a denominada funcién de transmision (FAT) dunha discontinuidade pa-
raxial no plano z =~ 0.

t(x, y) _ tleiko(nl_nZ)Z(l) (z,y) (73)

Daquela, o concepto de funcion de transmision é que a accidon da discontinuidade sin-
tetizase cunha funciéon FdT no plano z=0 actuando multiplicativamente sobre o campo
Optico nese plano. Consecuentemente, reduce os problemas de discontinuidades en su-
perficies a discontinuidades planas efectivas.

-E doado probar que a FdT para ondas regresivas, nesa discontinuidade, é a mesma salvo
o coeficiente de Fresnel (Exer), é dicir, t'(z, y)=t; e~ "o(r2=m)20)(@y),

Exem.-FdT dunha discontinuidade esférica e resolucion das c.d.c. Achemos ab initio
a FdT dunha discontinuidade esférica paraxial z(;) = (2* + y°) /2R, e resolvamos as
c.d.c.,

2., 2 2., 2
/ Z'konlz(l) Z{ o lw} ik 0M2%(1) Z{ko Qw}
tlel e e 2(z (1) 21) _ Axp e e 2(z (1) z9) (74)
(z) — 21) (za) — 22)
En xeral |z|, | 20| > Z(1), €N consistencia coa aproximacion paraxial, polo tanto obtense,
en boa aproximacion, (:2142) (2 442)
fretotm—m2)zy A =ik 550 Ag mitkna 55 g
<1 A2

Daquela obtemos, como xa sabiamos, a seguinte expresidn para a funcion de transmision

dun dioptrio esférico . _ (22442
t(z,y) = tlezko(nl—ng)z(l)(x,y) _ tleik‘o(”l—f@)W (76)

-Agora aproveitamos para resolver a discontinuidade. Da igualdade de fase na Ec. (75)
obtemos a seguinte expresidon para o parametro z»:

m—m) m_ m om_m_(e—m)_m o maf

Ry 21 29 2o 21 Ry Jo (2 + fo)
onde n,=ns/ny e fo=mn9R1/(ny—n1). A Ec. (77) é a chamada LdC dun dioptrio, e f; é
a focal do dioptrio, i.e., se z;——00 entdn 25— z9p=f5. Notese que no limite 1/R; =0
recuperamos a LdC dunha fronteira plana.

-Finalmente, a amplitude A,; da onda transmitida da de novo a relacidn xeral recollida

na Ec. (52), é dicir,
Avap=t1A,1(22/21)=t1As (220/21) = —t1E1 290

O campo transmitido obtense sustituindo zo=z9, € Ajo=t1A,1(22p/21) Na expresion xeral
de £y (x,y, z) dado, p.ex. na Ec. (37) (Exer).

(@loclel '

(77)
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Exer.- 8 (*) Sexa unha fonte puntual sita no punto (z1, 41, 21)=(a,0,—L), de l.d.o. A,
e factor de amplitude A,; iluminando un dioptrio esférico n, (nz, con radio R. Achar o
campo Optico & (x, y, 2).

Sol.-Escribindo a expresion da onda incidente, a expresion da funcion de transmisidn
e impofiendo as c.d.c., temos
2]

2y —a)?+y? . r—x 2 _
{tleiko(m—nz)x;%y }ﬁ ei{/{;()m%} N —A e_Z{kOTLZ[( 2)2?2(@/ )’y

)
Agora desenvolvendo as fases en termos lineais e cuadratico e agrupando constantes
complexas, obtemos

! - 2 g 2t y? [ —ng)  m :

L
—A . (3324-2/%) 2 acx2 yy2
~ 02 e_l{k0n2_W}) —i{ko n2_W} i{kono =52} Z{k’on2 5 )

)
Temos dous prefactores (amplitudes constantes complexas), fases cuadraticas e fases
lineais. Logo as c.c. verificanse se ditas amplitude e fases son iguais, i.e.,

-Fase en (2% + 9/?): % + 4 = —2—22 = Zypp=p7= (LdC do dioptrio)

R
. . nia nox l
-Fase lineal en y: y» = 0. Fase lineal en x: —%— =222 'logo QZZD——%% 9D

Este é en realidade un resultado xeral, é dicir, xa que ri=aentdnm=uxs/x1=2on1 /211>,
chamada Lei do Aumento (LdA), neste caso dun dioptrio.

-Amplitude:

/ X 2 / . 2 . n_li
Ao =— 751201 ez{konlg—L} o Z{1%7122 } _ t1201 ez{konlg—L} 2o el{konl no 212 220}-
E de interese observar que no caso dun dioptrio plano zyp,=(n2/n1)(—L) (€ 24=a), logo
as fases do factor de amplitude vanse, coma ocorre no Exer.-4.
Agora cos valores obtidos de z9p, 29p € Aj2p Ppodemos escribir a expresion da onda trans-
mitida, )
Ao2p Z{kOTLQw} tkonoz
Eat(T,y,2) = —(z 022 ) € Az—29p) T glon2

- D

Exer.-9 -Achar, usando c.d.c., a onda incidente sobre un dioptrio esférico 1(n con radio
de curvatura R;>0, para obter a ona Ey=E,e™". Idem para obter Ey=F, etfon(ert2),

Idem se o dioptrio é cilindrico con radio de curvatura 2;,>0 (onda x-invariante)

Sol.-Da igualdade de abaixo (c.d.c. como problema inverso) quitase a posicion axial
da fonte puntual z; e a transversal x4, y;, que define a onda esférica que se precisa para
obter unha z-plana, é dicir,

—221 ~ A2 :>:c1=y1=0, 21 =

2,2 / oo
{tleiko(l—n)g;f } A githo le=a))®+ly=y)?)y R,
—Z1 1—n

-Se a onda emerxente fose Ey=E, ek +2) entdn precisariamos ademais z; = anz;.
-Se o dioptrio fose cilindrico, entdn precisamos una onda incidente cilindrica coa fonte
z-lineal en z1=R,,/(1—n).
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Exer.- 10 [C] Sexa unha superficie asférica de revolucion de cuarto orde separando os
medios ny e ny representada como z,) (z,y) ~ (* + y?) /2Ry + (2 + y*)* /8RS + ...
10.1.-Sexa unha onda plana incidente sobre dela. Probar que dita superficie (expresion
de R,) pode producir unha onda esférica (a cuarta orde) converxendo a un punto z, (ao
punto paraxial). 10.2.-Fdgase tamén para unha onda diverxente de (0,0, 21).

Sol.-10.1.-Lembremos a LdC dun dioptrio: ny/z2 — n1/21 = (n2 — ny1)/R;. Daquela,
para o caso de onda plana temos o valor paraxial zo = nsR1/(ns — n1). Ademais se
chamamos ao termo cuadratico z(;)=(z* + y*)/(2R;) escribimos a c.d.c. na superficie
asférica como

. @222, 22402 . no (2 +y2) i 0”2($2+92)2
Z{ko(nl_HQ)#} eZ{k‘O(nl—NQ)( 2;? )} ) 1 ~e Z{ko 222[1—2(1)/2’2}}6 Z{k 8(22—2’(1))3}

facendo o desenvolvemento de Taylor aorde 1 de 1/[1—z(1)/ 23], é dicir, para z(1) /2 = 0,
obtemos 9 o9
1L A, @ty
— w14+ =14
1— 2(1)/22 29 2R122

a fase cuadratica vaise, e s6 quedan fases cudrticas (as de orde superior desprézanse)
das que se obtén a condicion

ny — Ny N9 N9 N9 — Ny ny 2 1

_ = — i — -
SR3 2Rt T e 2w (@)

Sustituindo o valor paraxial de 2 indicado arriba e operando obtemos o seguinte valor
para o parametro R, da superficie asférica

3 (TLQ — TL1)/8 ?’L2R1
Ri= iz _—1y = fa= 2 2)[1/3

Logo 2, determinase cos indices e co radio de curvatura esférico e permite obter unha
onda converxente a orde catro ao punto z,. No caso particular n1=1, n,=1.5, obtense
Ra ~ 1.2 R]_.

Este tipo de superficies son fundamentais para instrumentacion éptica de calidade (mi-
croscopia, astronomia, ...). A dificultade técnica de fabricacion destas superficies épticas
é grande, asi coma o seu custo.

10.2.-Para o caso dunha onda diverxente dun punto (0, 0, z;) seguiriase o0 mesmo pro-
cedemento, obtendo outra solucion particular. Neste caso hai dous termos mais de fase
debido & onda incidente, andlogo aos que aparecen na onda refractada, logo a Ec.{a)
reescribese como

ny —ng ny ny ng )

SR3  422R, * 8z} B 422R, * 823

(b)

Agora a LdC impdn o seguinte valor de zo =nyz Ry /[n1 Ry + z1(ns — nq)], que sustituido
na ecuacion (b) da a solucién particular para R,.

-Nétese que deste xeito o valor de z, é exacto a orde cuarto na fronte de onda o que
mellora notablemente a calidade da transformacion éptica.
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2.9. DISCONTINUIDADES OPTICAS MULTIPLES [C]

-Discontinuidades opticas dobres. No Ex. 5 xa apareceu este problema e que agora imos
formalizar un pouco mais para fonte axial. Sexa unha primeira discontinuidade n; (ng,
que transmite unha onda &, con A,y = Al 25/21, € parémetro 2o dado pola Ec. (77),

Enlw,y, 2) = m ) gihon

Sexa agora unha distancia d; da primeira discontinuidade z(;) a segunda discontinuida-
de, z(9) = (22 +y?)/2R,, cun terceiro medio de indice n3 (elemento 6ptico, p.ex., unha
lente grosa). Baixo propagacion libre d; e usando a FdT da 22 discontinuidade temos

2,2 : 2,2 2
(1 Ml Y A€ thons TR A itk
(d1 — 22) —Z3
a A O campo &3 estd referido a un SR(y) coa
n, n, ns orixe en (0,0,d;). Non é util usar o SRy
Z0) centrado en (0,0,0), xa que, entre outras
o \ o [ =Z ~ razons, dita onda non estd fisicamente defi-
] / \ d \ \ \ i nida en z<d;. Fisicamente o valor do cam-
N 1 e oe—{d —z, ) po da ondaincidente na 22 discontinuidade
Zny z 1@ T2 (&) non cambia co SR que usemos, logo
queda referida ao SR(y).

Resolucion da c.d.c. Da Ec. (78) temos as ecs. para a amplitude Ayz e fase da onda emer-

xente, , —2z3 22 ik onod —z3
Aoz = ta Ay ehoradi 2 — ¢y (AL, ) eFon2 e, (79)
0 0) (dl _ 22) ( °1Z1> (dl . 22)
2,2 (22412 2.2
Jilho(na—ns) )y ifkonagz Y | —ifkongt ) (80)

De (80) obtemos z3(z2), e como corolario, temos a LdC dunha lente grosa de espesor d
e indice ny mergullada entre os medios n; e n3. Lembrar que 2, vén dado pola Ec. (77).
Logo a expresion da onda emerxente &3 respecto a SRz) nun plano z no terceiro medio

é , tendo en conta as ecs. (79) e (80),

(2% +y?)
Esi(r) = (tgtl/-\;l 2= “‘%”2011) ! ethonsz 62{k0“3 2(z— 23)}

¢ (z — z3)

1 (22 — dy)

Usando agora unha notacién referida as discontinuidades (subindices con parénteses):
Z1=21(1), Z2=22(1), 23=Z22(2), € @ importante relacion de concatenacion (ver Figura para

detalles) zy(9) = —(d1 — 22(1)) = (22(1) — d1), obtemos
202
~2(1) 22(2) ikynad 1 ikonsz Z'{kon?’Q((z—;ry ))
Eq(r) = A tyty 2 22 gikomady = plioN3% o 2(2) (81)
21(1) #1(2) (z — 22(2))

Segundo o Exer.-8 é doado probar que (2 /21(n))---(221)/ 2101))=(nn /n1)my...my, €
gue se a fonte non é axial aparecen fases cuadraticas constantes.

Exer.- 11 [C] Xeralizar a Ec. (81) para N=3, e de seguido para un numero arbitrario /V de
discontinuidades. Notese que a relacion de concatenacion xeral seria 2 1)= (z Zo(j) — d;).
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2.10. TRANSMISION EN ELEMENTOS OPTICOS DELGADOS

= Elementos dpticos delgados e FdT. Sexan duas superficies z(;) e 2(2) que separan tres
medios de indices ny, ny e n3. Se d; é a separacion axial das ditas superficies, dise que
temos un elemento optico delgado se d; < zy;), 22(s), ¢ = 1, 2. Na 22 discontinuidade te-
mos Ey(x, y, z=d; )=e*e™2E o, (z,y, d;) sobre a que actta t5(z,y) e produce Es(z,y),

1komoc 1konad A
Ey = to(w,y) "N Epgy(w,y, dr) {(exem) = by, y)e! " } (82)

(di — 22)
&y queda case invariante (ver exem. esférico), salvo fase, por “curta” propagacion d; < z»:
€2t(x7 Y, dl) = eZkOHle Eth(xa Y, dl>% elkonzdlg%(xa Y, O)I |Og0

Ext(z,y) & ta(x, y)e™ ™M Exy(2,y,0) ~ {ta(z,y) """ t1(z,y)} E1(2,9,0)  (83)

Entén a FdT total dun elemento delgado (p.ex., unha lente delgada) vén dada pola ex-
presion

t(z,y) = tQGiko(ng—ng)z(Q) pikonads tleiko(nl—ng)z(l) (34)

Logo un elemento dptico delgado, salvo fases globales de propagacién, a funcién de
transmision é o producto das FdT das discontinuidades, actuando sobre & en z =~ 0.

-Xeneralizacion: para un sistema dptico delgado con /V discontinuidades obtense a ex-

presion , ~ N
kol. TTN 1ko(n;—n 20 N—

o, y) = el Tyt €O 20) g, =y, (85)

onde t;~2n;/(n;+1+n;). Obviamente dr=>  d; (j=1, ..., N—1) debe ser moito menor

gue os radios de curvaturas inicial e final das ondas (zlzzl(l), zNH:zQ(N)), dende o
plano de entrada e de saida, respectivamente.

-Exem.-FdT dunha lente delgada. A FdT vén dada pola Ec. (84) (cambiaremos a unha no-
tacion mdis estandar para elementos delgados con N=2, i.e., ng <> ng, 23 <> 29, Ny <> N),
é dicir, ny (n)no, logo

t1t2€ikon2d1 eiko[(ng—ng)z(2)+(n1—n2)2(1)] — t1t2eik0nd1 eiko[(n—n2)2(2)+(n1—n)z(l)]

. _kong 1 ((ng—n)  (n—np)yy, 2, 2
_ t1t2€zkond1 e 1= {“2[ Ry + Ry I} (z°+y?) (86)
A FdT dunha lente delgada pddese escribir de forma compacta, usando a distanza focal
imaxe f, con 1/f=(1/ns)[(n2 — n)/Rs + (n — n1)/Ry] (distanza & que converxe unha
onda esférica nun medio ny, emerxendo dunha lente iluminada cunha onda plana), é di-
cir,

(2% +y?)

tr(z,y) = tit gthondy o= tkon2 g (87)

Esta expresion é bastante xeral para elementos delgados con varias discontinuidades
esféricas. AFdT ¢7(z, y) permite achar a onda emerxente da lente (importante no calculo
de interferencia e/ou difraccién). Finalmente, se f — 0o entén obtemos t; = ttye’ "%
qgue é a FdT dunha lamina plano-paralela delgada.
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Exer.- 12 (*) Sexa unha lente delgada (en z=0 no baleiro) de indice n, espesor d; e focal
f, iluminada cunha onda esférica paraxial con pardmetros (1,0, z1) e f.d.a. A,;. 12.1.-
Usando a suia FdT, obter a Lei de Conxugacion (LdC) 1/2o—1/z;=1/ f, e a Lei do Aumento
(LdA) m=xy/21=25/2. 12.2.-Escribir a expresion da onda emerxente da lente.

Sol.-12.1.-Da unicidade de fase (con tyta=4n/(1+n)?) obtense a LdC e a LdA En efec-
to, da relacién

2,2 N2..2 . Y
ppeitonts g~ Rty B =ill Sy A it )
21 29

e igualando os termos cuadraticos de fase, —k, (" ;y R G “’ Ok, (x;y ) obtemos
—1/f—1/2z,=—1/29 e daquela aLdC Ademais despexando z; obtemos 2oL= zlf/(z1+f)
Asemade, igualando os termos lineais de fase, zx1/z1=x1x9 /22 l0go m=xs/x1=25/ 2, lo-
go m=zy1/z1que é a LdA da lente.

Sol.-12.2.-Para obter a expresidon da onda debemos achar A, logo da c.c. obtemos a

expresion: S 23 . 3 , Tl )x%
; —1 ] ] —m
Ay = titse™ " ial e 0%y RoTy it ik ndipr 22k oo %1 (88)
2’1 21

Usando 297, m e Ao a onda emerxente pode escribirse como

[(a—ma)?+y?]
2(z—22L)

—iko(1— m)%

/ p .
ikond, 22L Pop € 1 6+Z{k‘on2

21 Z — 29I

((:275 = tltge

Exer.- 13 (*) Sobre dunha lente delgada de espesor d,, indice n e focal f,=60cm, incide
normalmente unha onda plana (feixe colimado) de seccidn circular S; e E,; =1. 13.1.-
Usando c.d.c. achar a expresidon da onda emerxente da lente (tomar t=tty~1). 13.2.-
Se a unha distancia de 90 cm desta lente situamos unha segunda lente converxente de
igoal espesor e indice, e focal f,=30cm, achar a expresién da onda xusto no plano antes
da segunda lente, e despois da lente, tomando (t=1). 13.3.-Finalmente achar, de xeito
ondulatorio, o radio da seccidn circular do feixe de saida.

Sol.-13.1.-Usando a funcidn de transmision da lente obtemos a seguinte condicion de
continuidade

\ o (224y%)
pikionds ,~iko w 1 Aoz e

logo zo=f1=60cm, e A y=— fie*"% Daquela, a expresién da onda transmitida en cal-
. 2,2
quera plano z € pikonds . ik &Hy”)
€2t($7 Y, Z) - fl tho? 7 2A==11)

(z—f)
Sol.-13.2.-Na segunda lente, é dicir, en z=f;+ fo = 90cm (confocalidade) e usando a
FAT de dita lente, obtense 2.2 0 5
j —iko" i _fl Zk’ ndy iko(f1+f ) OM
{ezkondoe 2f9 } olto ptRo\J17J2 2fp — E,s
2
logo temos onda plana E,ze™*o?, con E 3=(— f1/ fa)eFondegikolitf2) = () e2ikondo giko90,

Sol.-13.3.-Finalmente, usando a conservacion de potencia temos S} [,=5513 polo tan-
to S1=4S3, logo os radios verifican R3=R; /2. En xeral teremos R3=R;(f2/ f1).
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Exer.- 14 Sexa unha lente delgada sita no baleiro en z=0 con espesor d;, indice n e focal
f.14.1.- Usando a FdT da lente e as c.d.c., probar que se obtén unha onda plana cando
a lente delgada é iluminada cunha onda esférica procedente de (a,0,—f) con factor
de amplitude A,; e I.d.o. \,. 2.-De igual xeito se unha onda plana con k=k,(c,,0,1) e
amplitude E,;, incide sobre dita lente, achar a onda transmitida, e analizar a verxencia.

Sol.-14.1- A onda esférica incidente sobre da lente delgada en z=0 experimenta a
transformacion
(x%+y

P
{t1t2€ik°nd1€_lko 2f)

Ae™ol iyl Aieike]

7 T =k

Observemos que as fases cuadraticas cancelaronse, daquela a onda emerxente abonda
con que sexa plana, logo temos a seguinte c.d.c.en z =0

2
‘1. a ‘1. a
eikondlelkogf) e_lkofx

A eikof _ " ﬁ ik )
(t]_tQ Olf eZk'ondlel 02f) 6 s Ofx — EOQGZk‘OOéx
. ‘ a2
logo E,p = (Agieiel | f)tity ethordicihesr) e a=—q/ f, polo tanto a onda emerxente plana
vén dada pola expresion iko(—%a+2)

th(xa Y, Z) = E026 !
é dicir, onda plana paraxial con vector de onda k=~ (27/),)(—a/ f,0, 1), como tifiamos
gue probar.

Sol.-14.2- Se incide unha onda plana con vector de onda paraxial k = k,(«,, 0, 1), te-
mos o seguinte problema de fronteira
(z2+y?)
!

2
. , )
: ik S yT)

{t1ts glhondi o™ 0™ }Eolezkoaox =

V2 (g —
Ao —Z'l{io(j7 z) 2téy v2)

2

Por inspeccion 15=0. A amplitude Ajo=—25 1119 eikondiE | "% Da fase cuadratica é in-
mediato ver que z,=f. S6 queda a fase lineal en z, é dicir, a,2=(12/22)x, l0go xo=a, f.
Noétese que os valores de x5 e z5 deben sustituirse na expresion A,,. Daquela, a onda
esférica paraxial é

k

2

j ko8t ! 2,2

g = _f t1t2 ezkondl EOlelkO 5 Zko% ikoZ
ot (2, Y, 2) = T e .

Obtemos unha onda converxente ao punto r,=(a, [, 0, f) do chamado plano focal ima-
xe da lente. En efecto, o vector de Poynting é s, ~ (z—a,f,y,2—f)/(2—[), se z< [ en-
tons, x (o, f—x,0—y, f—z) =ry—r,i.e., converxente (se 2> f a onda serd diverxente).

Exer.- 15 -Sexa a onda (feixe) Gaussiana dun laser de I.d.o. A\, que en z=0 vén dada
pola expresion: & (z,y,0) =E, exp{— (2 + y*)/2w?}. 15.1.-Se en =0 hai unha lente
delgada de espesor d,, indice n e focal f, achar a expresion da onda Gaussiana, na sua
forma complexa despois da lente, tendo en conta os coeficientes de transmision ¢ e t».
15.2.-Achar o plano z de maxima concentracion (ou focalizacidon) de enerxia.

Sol.-O producto ¢y (z,y)&; é igual, por c.d.c. en z=0, a unha onda esférica paraxial

transmitida &, con z, ampliado ao dominio complexo. Chamando EgztthEOeikO”dO temos
2,2 . 5 o
—ik (x%4+y?) 1 i . (x +y )
tL(x, y)gl = Ege ’ 2 (f kowg) = — Le ZkOQ(ZQ—HZOQ)
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Para achar a solucion debemos igualar os factores de amplitude da exponencial cuadra-
tica, e por outra banda as ditas exponenciais.

-Dos factores de ampIitudetemosAOQ —E/ (20+1242), edas exponenciais, con z,1= k0w2

obtemos (ZQ—HZOQ) (1/f —i/kow?)™t = fkaw?/(k,w? —if), Iogo Zop= fzol/(f2+zol)
e zoar=f2201/(f*+22%). Polo tanto, usando t;t, = 4n/(1 + n)?, a onda transmitida é

AnE, ehondo (1/f — i /kyw?)"! ikOQ[Z_(l/(f—j/yko)wQ)_l] =
(L+n)* (1/f —i/kows)™" — ) o

AnE, etondo (2or + i202L) eikOQ(
(1 -+ n)2 (ZQL + 12001, — Z)
-No tocante ao cadlculo de maxima concentracion de intensidade, buscamos, por sime-
tria, o maximo de intensidade I en z, é dicir, 1(0,0, 2) oc 1/{(221—2)*+2%; }, daquela
Iy estd no punto axial z=z9;,=f22 /(f*+22). Notese o desprazamento focal (ondula-
torio): zor<f.

€2t(x Y,z )

(22 +y?)
Z—291,~12p2])

Exer.- 16 [C]Probar que & (r) de luz procedente de (1,0, z1) sito no baleiro tende, no
limite z — 21,2 &1(x, ¥y, 21) = An1 (1Xo)0 (x— 21, 1), con d (x—x1, y) a funcidn (distribucion
funcional) delta de Dirac. Asemade, probar que no limite z — 25 tamén temos a relacion
Ea (T, Y, 20) = 1A (T — X2, 7).

Sol.-Comezamos recordando a definicion e algunhas propiedades da funcién (distri-
bucién funcional) ¢ de Dirac,

1 (m—x0)2

5(1’—1’0) = |Im€_>0W€ €
é dicir, é o limite dunha distribucidn funcional. Salientamos as seguintes propiedades de
escala e integral,

Escala: d(ax) = |a|'0(z); Integral: /f(x)5(x — xg)dx = f(xg)

Apliquemos agora estes resultados a unha onda esférica paraxial £ () tomando o limite

Vi A (z—1) 2 2
ekO{ (z— zl)} ZkO{Qz zl)}

I' Z—rZ1
=) T )P

iko(z—21)

tomando e=—2(z—z1)/ik,, e comparando coa expresion xeral dunha funcién 9, obtense
o limite buscado

Iimz—)zlgl (T) = Aol (Z)\O)(S(x — I, y)

Nétese que as unidades desta funcién & de Dirac son m~2 para ter unidades de campo
optico. Alternativamente esta funcidn ¢ de Dirac ten esas unidades xa que é a derivada
segunda dunha funciéon de Heavisde ou de salto. O mesmo resultado obteriamos para a
onda & (7).

-E importante indicar que unha formalizacién mais consistente pode facerse con ondas
Gaussianas, é dicir, con z;+12,1, € usando os limites z—z; e de seguido z,;—0, xa que
unha onda esférica require deste segundo limite.
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2.11. TRATAMENTO ONDULATORIO XERAL DA LENTE DELGADA [C]

As lentes son un dos elementos épticos basicos de calquera instrumentos dptico, e en
xeral de calquera sistema dptico. (S9).

AX
Sexa unha lente delgada en 2z =0 de focal > Lente delgada
f, indice n, e espesor d, no baleiro. Sexa e ) \
unha onda esférica emerxendo dun punto ' \ // ) 4
fora do eixo, p.e., (71,0, z1), entén, en xe- —_— / / \\ ( oy
ral a onda esférica transmitida tamén o es- . . ondaimaxe
tard, é dicir, Ly 7

. et A ik T ik r@=22) 4 (y=y9)?
{t1t261kondoe_lko%} h e Zkonl{ 221 } ~ @ e ZkOnQ{ 222 } (89)
Zl ZQ

-lgualdade de amplitude. Da igualdade das amplitudes complexas constantes obtemos
a amplitude A_» dada pola expresion
2 2

. x , T
—zkonlﬁ ezkong

. 22
Ap = tthAgl (22/21) leondo € 222 (90)

-lgualdade de fase. Da igualdade dos termos cadraticos da fase obtemos a LdC da lente
xa obtida no Ex. (12). E da igualdade dos termos da fase lineal obtemos

n1xq NoZTo na2Y2
xr = T 4+
21 ) 29

(91)

esta ecuacion satisfacese V(z, y) se os coeficientes en = e en y se anulan, é dicir, y, =0,
e n1x1 /21 =nex2/ 22, logo obtemos a chamada Lei do Aumento (LdA),

2o/ Mo _ Ty 29/Mo

z9 1
Ty, =

Ty 21 /nq :1_7 B 1+ (ngzi/mif)

(92)

To =
2 zl/nl

idem se 1, # 0. Polo tanto, todos os puntos-ondas obxecto tefien puntos-ondas imaxe (
x1 denota calquera punto obxecto) escalados un factor m. Notese, p.e., que se n; = no,
|21|>f>0 entén m<O0 ( inversion de imaxe).

-Daquela, de (90) temos Ao, da LdC obtemos =z, e polo tanto de (92) achamos m, con
x9 =mx1. En resumo, a onda transmitida &(r) é

22
(o) _Z-km{%}
) ; ; mina/n 2z— .
€2t(fr) — t1t2 ezaoefzkozlezkondo AO1 ;zlfl (2 Zl+f) ezk:ongz (93)
(Z B Z1—|—f>
con a, = [—n1x% /221 + nox3/229] a fase por desprazamento. Nétese que a onda estd

descrita en funcién dos datos alfanuméricos: A1, k,=27/X,, 21, 1, 1, na, f. Tamén po-
deriamos ter usado zo=mz1(ny/ny).
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Exer.- 17 (*)Sexa a onda esférica paraxial procedente dun obxecto luminoso puntual:
E(x,y, 2)=[AL, /(2 4+ 100)]eihozeihollz=1)*+(y+1)*)/2(:+100) (o5 datos numéricos en cm) in-
cidindo sobre dunha lente sita en z =0 con espesor (no centro) di=0.5cm e indice
n=3/2.5exa & (x,y, 2)=[As/ (50 + z)]eiko?gikol(w=2)*+{y=92)")/2(2450) 3 expresién das on-
das emerxentes da lente. 17.1.-Achar a FdT ¢(x, y) da lente, incluindo os coeficientes de
transmisién. 17.2.-Achar a expresion completa da onda &, e achar a verxencia.

Sol.-17.1.-Do enunciado temos z;=—100 e z9=—50, das que se pode obter, usan-
do c.d.c. ou a LdC (xa que non se pide explicitamente que usemos as c.d.c.), a focal

f=—100cm (lente diverxente):
1 1 1

z a1 f 1 — 2
ademais d,<|z1(z2)|, logo a lente é un elemento delgado e a sta FdT vén dada, como
xa sabemos, pola expresion

2 22142
M2 by ik 2 i

¢ =

LY = e DT 25¢
17.2.-Para obter x5 podemos usar as c.d.c. (ou alternativamente, xa que non se pide ex-
plicitamente que usemos as c.d.c., podemos usar a LdA, logo m=1/2=x,/z4); asemade
por continuidade da amplitude obtemos o valor de A, (ver Ec. 88), logo

/ Ske ke ke g o (@172 (41/2))]
Eulry, ) = o2 Lo P il i ik ot )
25 2(z + 50)

Nétese que A’ =A, e*1% Dafase: s~((z — 1/2)/(z + 50), (y + 1/2)/(z + 50), 1). Lo-
go é unha onda diverxente Vz, diverxente virtualmente de (1/2,—1/2, —50).

Exer.- 18 -Sexa a discontinuidade z=0 separando o baleiro dun medio material de indi-
ce negativo no=—n (n>0) (para mais informacién ver Seccidn 2.15 [c]). Sexa unha onda
esférica paraxial de factor de amplitude unidade procedente do punto (a, b, — L), achar,
usando c.d.c., a onda transmitida.

Sol.-Tendo en conta a c.d.c. e que o coeficiente de Fresnel obtense usando |ns|, ob-
temos a seguinte expresion

ol (w=a)>+(y=b)%) 2 2
tE 0)=t et 2L = {t; = = =
1 1(33,y; ) 1 L {1 1—|—’n2‘ 1—|—TL}
2 2
Ay iko(— (z—29)“+(y—y2)*)
 E(2,y.0) = 2 ezkzo( n) )

kol '|ogo obtemos a seguinte onda transmitida

(z—a)®+(y—b)?)

logo zo=nL, xo=a, yo=b, € Ajo=—t1ne
ikoL

Line™™  _ikonz —ikon
Eoil L 2) = — 0 2(z—nlL)
Qt( Y ) (Z . nL)
logo temos unha onda converxente ao punto (a, b, L). Téfiase en contaque s = VL, /ny,
é dicir,s = (r —a,y — b,z —nlL)/(z —nlL) = —up_,, V2 < nL. Temos un fenémeno

chamado de refraccidn negativa nunha discontinuidade plana (cambio de verxencia, logo
equivalente a unha lente).
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2.12. TRATAMENTO ONDULATORIO DUN PRISMA DELGADO

Sexa un prisma delgado con distanza axial (espesor axial) d1<, indice n, angulo refrin-
xente o paraxial (pequeno), e mergullado no baleiro. Na Figura mdstrase dito prisma con
angulo refrinxente o (>0).

AX ;
X
(-xo ’ 0’ 4\ ) E 0' Z
- i" 4’
n
d;|
nikg

A funcion de transmisién do prisma delgado obtense usando o resultado xeral corres-
pondente ao caso de elementos épticos delgados, é dicir, salvo as fases de propagacion,
a FdT é igoal ao producto das funcidons de transmisién de cada discontinuidade que, lem-

bremos, tefien a forma xeral .
tl' — elkO(”i_”i+1)z(i)

No caso prismatico temos as discontinuidades paraxiais nos planos de referencia z =0 e
z =d; (ver Figura), é dicir,
Z(l)(xa y):O, Z(g)(ﬂf, y)%—(jl’ (94)

Xa que z=tan(—o )z (ou z=tan(n/2 + o)z=—cotan(c)) logo z~—ox. Polo tanto, a 12
FAT é tp, =t; - 1, e despois dunha distanza d;, onde se acumula por propagacion unha
fase "1, temos a 22 FdT, é dicir, tp, = o€ ("~1(=%) |ogo a accién do prisma delgado
sintetizase no “plano” 2z ~ () mediante a seguinte FdT total

tp(x’ y) — theikondl tDl — tth eikondl e—iko(n—l)ax (95)

Se o = ( temos de novo a FdT dunha lamina plano-paralela delgada de indice n e espesor
dl, é dicir, t =ttty 6Zk°nd1.

Exer.- 19 Sexa a onda &;(z,y, z)=E, exp{ik,(ax + Py + z)} incidente sobre un prisma
con angulo refrinxente o, espesor d; e indice n, tal e como se mostra na Figura. Achar a
onda transmitida usando a FdT e a c.d.c.. Que sucederia se invertimos o prisma.

Sol.-O problema de fronteira resélvese, coma sempre, impofiendo as c.d.c., é dicir,
en z =~ ( temos , ‘ ‘ .
(tltg 6Zkond1 e—zko(n—l)ox) Eoezko(ax+ﬁy) _ E026zko(a2x+52y)
E inmediato obter os valores da amplitude e a fase da onda transmitida polo prisma, é

dicir, ;
Eoo = 1112 emondlEo; ay =a—(n—1)o, Bo=p
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Polo tanto a onda plana propagandose despois de atravesar o prisma vén dada pola

expresion Eor(,y, 2)=t1ts elFondig exp{ik,[(av — (n — V)o)x + Py + z}

-Notese que o vector de onda é k=k,(a—(n — 1), 3, 1) Logo hai unha deflexién a de-
reitas da onda plana incidente, nunha cantidade —(n—1)o respecto a direccion orixinal
(sen prisma) (ver Figura con 3 = 0).

-Se invertimos o prisma a segunda superficie é z(9)=ax, logo a onda plana transmitida
ten o seguinte vector de onda k=k,(a+(n — 1)o, 5, 1) (deflexion a esquerdas).

Exer.- 20 (*)Sexa unha onda esférica paraxial procedente dun punto (z,,0, z1). Impo-
fAendo c.d.c. en z ~ 0, achar a onda transmitida por un prisma delgado.

Sol.-As c.d.c. para un prisma delgado usando a funcién de transmisién vefien dadas
pola relacion

N2, 2 . Ry 9
(bt At iU ) A ity
21 29

-Da igualdade de fases cuadraticas obtemos a LdC dun prisma delgado de indice n e
angulo refrinxente o, é dicir, 2o = 2, logo obtemos unha onda diverxente (imaxe virtual).
Ademais, a igualdade das fases lineais da

ro=x1—(n—1)oz

-Da igualdade de amplitudes obtemos o factor de amplitude A, = t1t5A], etkonds gicp cog
seguinte fase global ) )

€p =kolt1—(n—1)021]" /221 —27 /22
Logo a onda emerxente, en funcién dos pardmetros da onda incidente, vén dada pola
expresion

An /01 i{k [x—x1+(n—1)0z1]2

o 2(z—21)
(14+n)?(z—2)
que representa unha onda esférica diverxente (virtualmente) do punto de coordenadas
(5171 — (n—1)oz,0, zl). Todo o analizado serve para o caso simétrico — o (correspon-

de ao prisma da figura pero invertido), logo a onda diverxera virtualmente do punto
(z1+ (n—1)021,0, 21 ). Lembrar que en xeral z;=—L<0, onde L>0.
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2.13. DISCONTINUIDADES REFLECTANTES SIMPLES

m Funcion de Reflexion. Toda discontinuidade xera, ademais dunha onda transmitida,
unha onda reflectida (regresiva). Se sé hai onda reflectida a discontinuidade é un es-
pello. Para problemas de reflexion a funcidn de reflexion (FdR) xeral para calquera on-
da paraxial, obtense, coma no caso de transmisién, usando a c.d.c. (S8) entre as ondas
incidente e reflectida &1 (2, y, z(1)) = &2 (7, 1, 2(1)), con r1=—(nz—n1)/(n2+n1) 0 co-
eficiente de reflexion TE (o T™ é —7“1) e a factorizacién paraxial & () = e*™?E (r),
Eap(T) = e~ FomZE, (7). Daquela

T(CI:, y) _ Tlei/{o?nlz(l)(:t,y) (96)

Para reflexion progresiva temos ethon2z(1) 5 =ikon22() j e, z——2z, logo a FdR vén dada
pola expresion 1/ (x, y)=rje~o2r2zm (@),

Exem.-Onda reflectida en superficie esférica. Imos a ilustrar a derivacidon da FdR con
ondas e discontinuidade esféricas, e obter a onda reflectida por c.d.c. Sexa a expresidn
dunha onda esférica paraxial reflectida nun medio de indice n; (k1 = k,n1),

A . (22 +42)
Ear(,y,2) = —2L e M —H 12 )l
(z — %)
-Tendo agora en conta as c.d.c. entre as ondas incidente e reflectida nunha discontinui-
dade obtemos | s | )
P @A) ikomgt Y Ay A ifkomg )
() — 1) () — 22)
-Agora consideremos unha fronteira esférica paraxial z(1>:(;v2 +1?)/2R. Lembremos de
novo que || < |21, \§2|, logo a c.d.c. pddese reescribir como

, A,.,Zy: porc.d.c. (97)

(98)

22402 22
}} o hom Y A ifhom S5 ) (99)

~
~

{7‘ ez{k‘o 2n1
2

O primeiro factor expresa a accidon reﬂectante sobre a onda esférica, é dicir, define a
Funcién de Reflexion (FdR) r(z, y) (regresiva) da discontinuidade esférica paraxial.

-Resolucion das c.d.c. (para ondas esféricas paraxiais). Da Ec. (99) temos a continuidade
de amplitude A, = 1Al 25/ 2, semellante a de transmision (Iémbrese que, en moi boa
aproximacion, para un espello | ~ ¢'"). Por outra banda, da unicidade de fase na Ec. (99)
temos como corolario a cofecida LdC por reflexion (idéntica 4 LdC dun espello),

2%1 ny ni 4 1 4 1 2 5 ZlR

—_ = — - _— = — g = —

R 21 29 29 21 R 2 (22’1—R)

Notese a acromaticidade, i.e., independente de n(\,). Finalmente, a expresion de &,
obtense sustituindo os valores achados de A,, e Z5 na Ec. (97).
-No limite R — oo obtemos a LdC dun espello plano, é dicir, de (100) obtemos o resul-
tado: 22:—21.
-Asemade, podemos ter discontinuidades reflectantes cilindricas con radios 12, ou R,
asféricas, etc.
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Exer.- 21 Achar coa c.d.c. a expresion da onda reflectida cando iluminamos unha discon-
tinuidade esférica de radio >0 cunha onda regresiva no baleiro procedente do punto
(0,0,z; = L) conf.d.a. A,; el.d.o. \,.

Sol.-Neste caso a onda incidente é regresiva e a reflectida é progresiva, logo o pro-
blema de reflexion resdlvese coas c.d.c. en z = 0, usando r/(z,y) = re et

2, 2 (2
250y “Ror ity Ao itk )
—L —22
onde o signo — do numerador é por prescricion de onda regresiva incidente (asegura

f.d.a.>0). Daigualdade da fase obtemos: —2/R+1/L=—1/Z,, polotanto Zo=RL/(2L—R),
e A,,=—r1AL,Z,/ L. Daquela, a onda reflectida (progresiva) é

(rie”

2, 2
CRL Y ik i{ko—EE)

Eor(T) = 1A, (ZL_R)ZL ety
(z = 57%)

Noétese que se L = R aondavoltaa L.
Obs.-Que a discontinuidade sexa un espello
ou unha superficie dieléctrica sé afecta ao
valor de ry.

Exer.- 22 Sexa un espello plano (e.p.) sito no plano Yz (x=0), e iluminado cunha onda
z-paraxial emerxente de (a,0, —L) de I.d.o. A\, e amplitude Ay;. 22.1.-Achar a onda re-
flectida z-paraxial usando c.d.c. 22.2.-Fagase o mesmo estudo paraune.p.enx = z coa
onda esférica anterior, e despois cunha Gaussiana con z1=—1, e zolzkowg.
Sol.-22.1.-Neste caso as c.d.c. son na discontinuidade plana =0 e vefien dadas pola

seguinte relacion ¢mE(0,y, 2) =& (0,y, 2), logo
. . , 2.9 0
el Aolezk‘oL ko2 e%’%”l%} _ A—OTN e» Z{konl.[( 2&2)Z;y ]}
(z+ L) (z — 23)
Da igualdade de fases obtemos Zy=—a, Zs=—L (a solucién Zs=a é a propia onda inci-

dente), e da igualdade de amplitudes: A, =—A, e*L.

Daquela a onda reflectida vén dada pola ex-

presion ™
ikoL ) [(x+a)2+y2]
Eor(1) :_A‘ﬂ—eo eik‘oz el{kon12(z—+L)} (a,0,z,=-L)
=+ W Z
Logo a onda semella diverxer do punto sito .Z=L --------
en (—a, 0, —L) (ver Figura). 2

-Vector de Poynting: en efecto, s, & (z+a,y, 2+L)/(2+L), nétese que z+L>0,Vz>—L,
e polo tanto s, « (r — 72), e daquela unha onda diverxente.

Obs.-Se non se pedira usar as c.d.c., abondaria con aplicar a LdC dun e.p., é dicir, a trans-
formacion especular n,=—n; (n: distanza do punto fonte ao e.p. ao longo da normal ao
dito e.p.). Neste caso: (a,0,—L)—(-a,0,—L). Hai que usar tamén A, =71A., 2/ 2.
Sol.-22.2.-Para resolver o apartado téfase en conta que a onda incidente é z-paraxial,
pero a reflectida sera z-paraxial.
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m Reflexion exacta de ondas esféricas. [C] A reflexion dunha onda esférica nunha dis-
continuidade plana dieléctrica ou especular é outra onda esférica. En efecto,

pikor/ (w=w1)2+(y—y1)?+(2—21)? pikor/ (w=E2)2+(y—ij2) *+(2—22)?

= — = — (101)
Va—aP + =y + 2P J@—aP =P+ -2

P.ex., en z=0 temos Ty =1x1, o =y € Zo = £2;. A solucidn 2z, = z; é a trivial, logo a
solucion non-paraxial exacta é Z; = — z; (onda esférica diverxente virtualmente de —z;).
O mesmo procedemento para calquera outro plano.

Exer.- 23 [C] Sexa unha onda esférica incidindo sobre un espello plano. 23.1.-Achar a
expresion exacta da onda esférica reflectida por un espello sito no plano x=z, ilumina-
do por unha onda esférica emerxente de (0,0,z;); tamén se emerxe de (z1,0,21). 23.2.--
Fagase de novo pero para a discontinuidade x=-z. 23.3.-Sexa agora a onda Gaussiana
Ei(z,y, 2)=[A,,/(z—21—ik,w})] exp{iko(2*+y?) /2(2—21—ikow]) } exp{ik,z}, achar a

onda reflectida na discontinuidade z = —x.

Sol.-23.1.-Tendo en conta a Ec. (101) para x=z escribimos a continuidade de fase (e
daguela de amplitude) como

V@ —z)?+ @y — )2+ (z—2)? =V (2= 822+ (y — i2)> + (x — 5)?

Logo a transformacion especular é: 79=z21, o=y, Zo=x1. Para r1=(0, 0, z;) obtemos a
solucién 75=(z1, 0, 0). Para o punto r1=(z1,0,z1) obtemos 7y=(z1,0,21), i.e., permuta-
cion de coordenadas (ver Figura).

Sol.-23.2.-Para x=—z, haberd ademais
un cambio de signo, logo a transforma-
cion especular é: To=—21, Yo=vy1, Zo=—121.
Logo se temos 71=(z1,0,2;), obtemos

7‘1:(—21, O, —371). (21’0)‘ 0

Obs.-Estes resultados van ser moi Utiles para discontinuidades a 7/4 (ou a —m/4) usados
en interferometria por division de amplitude, coma as implementadas polos divisores
de feixe (elementos semirreflectantes).

Sol.-23.3.-A onda Gaussiana incidente sobre a discontinuidade vén dada no enuncia-
do, que multiplicada pola f.d.r. do espello ¢'™ debe ser continua coa reflectida (regresiva),
cuxa expresion é

2.2
Ezy,w) = — e M) ¢ ko
(x — To+1T42)
Notese que por razéns fisicas puxemos o valor +:2 . Agora aplicando continuidade en
z=z(1)=—x obtemos Ty = —z € Ty = k,w?, Agy = A, logo
2.2
/ . 2ty
—ik -
TR
AOQ 02(x+zl+zk0w0) e ikox

87“ ' Y = .
(z,2) (z + 21 + ikow?)
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2.14. CAVIDADES OPTICAS: ONDAS ESTACIONARIAS

Presentamos mediante Exercicios as caracteristicas das cavidades dpticas, elementos
fundamentais da 6ptica e a fotdnica (laseres, computacién cuantica, ...)

Exer.- 24 Sexa unha cavidade éptica formada por un espello plano en z<0 e un espello
concavo en z=0 e de radio R,. Achar as condicidns para ter solucidon estacionaria no
baleiro usando un punto luminoso entre os espellos con f.d.a. A,;.

Sol.-A accion do espello esférico en z=0 sobre a onda procedente de z;, achamola
coa FdR, 2)

Pyl

2,2 :
) . x4+y —ikoz ) 2242 x +y
{6%2@{’%—( 2T, )}} Aore™ ™™ ik, 5y Ao z{ko &

<1 2o
-A onda é estacionaria, é dicir, non cambia dentro da cavidade se: Zy=z;<0. Da igual-
dade de fases 2/R,—1/z1=1/%,, entén 2/ R,=2/%,, logo Zs=z1=R,<0, polo tanto é
unha onda diverxente de z;=—L;=R,, con incidencia normal local no espello cdncavo,
logo a onda reflectida é converxente a Zz,=1,, e os espellos deben estar separados unha
distanza L1=|R,| (chamada condicién estacionaria transversal).

-Queda igualar as fases planas de ida e volta, é dicir, e~2**1, logo os f.d.a. inicial e final
deben ser iguais: €A, e 2#21=A ;, con €™ debido & singularidade (os espellos sé fan
e’™e’™=1). Entén debe cumprirse: 2k,L,—n=2qm, ¢ €N (L,=—R,), condicién estacio-
naria lonxitudinal que define as frecuencias resoantes: w,=k,,c=(2q + 1)7/2L;.

-E importante indicar que esta solucién non é fisicamente estacionaria por mor dos efec-
tos do tamaiio finito dos espellos/ondas, é dicir, do espallamento (difraccidon) de luz nos
bordes. A solucion estacionaria precisa que a onda tenda a cero lonxe do eixo, i.e., case
nula nos bordes, coma p.ex. no caso dunha funcién Gaussiana ou H-G.

Exer.- 25 Tendo en conta o resultado do Exer. 24 achar a solucién estacionaria para o
caso mais fisico dun feixe Gaussiano de l.d.o. \,, semianchura minima w, e f.d.a. A,
determinando a distanza d; entre espellos.

Sol.-Escribamos a expresion complexa do feixe Gaussiano plano, procedente dun plano
z1 (espello plano), incidente sobre o espello esférico sito en z=0,

—_ / . :C2+ 2 _'ko _id . 2+y ) »
1 (0g.0) oo honfEt) | Ao ehenen el itk (i)
' s (21 + iZol) |Zl + i201|

onde z,=k,w? e ®;(0) = atn(—21/2,1). Agora deberiamos aplicar as c.d.c. no espello.
Porén, seguiremos un camino mais fisico, é dicir, o resultado obtido no Exer. anterior,
z1=R,, suxire o que fisicamente debe ocorrer no caso dun feixe Gaussiano, é dicir, hai
gue obter incidencia normal local sobre o espello céncavo.

-Polo tanto a solucidon Gaussiana estacionaria obtense cando se cumpla que o radio de
curvatura da onda en z=0 sexa igual a R,. Se no caso anterior tinamos z;=R,, agora

temos R1(0) = (Z% i Zgl)/zl =R, = zf — 2R, + z§1 =0=
RO RO 1 _ 4 2 R2
N = + \/2 Zol/ S Ro <0

-Por consistencia sé vale a solucion con signo +, xa que no limite z,;=0 obtense o resul-
tado anterior con fonte puntual.
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En resumo, a distanza entre espellos é agora menor: Ly,=|z1,|<|R,| (o que indica que
un feixe Gaussiano diverxe menos).

A

Polo tanto, a onda é estacionaria transversal xa que en z;,=—L;, volvemos ter o fei-
xe Gaussiano plano (regresivo) coa mesma zr==z,2=2,1, € asi a luz oscila na cavidade
formada polos espellos (oscilador 6ptico para obter luz Laser: Light amplification by sti-
mulated emission of radiation).

-Tamén é estacionaria lonxitudinal se 2k,L;,—2¢¢(0)=2¢m, ¢eN (condicidn que se ob-
tén do factor de amplitude), con ¢¢(0)=atn(—2z1/2,1)=atn(Li,/201). E 0 que se deno-
mina unha condicion de interferencia constructiva (Tema 2) entre ondas contrapropa-
gantes. Notese que no limite z,1~0, 2¢¢(0)~m, que é o resultado da fonte puntual.

-En conclusidn: as condicidns obtidas son as necesarias que debe cumplir unha cavidade
Optica para producir luz Laser. A primeira afecta a forma espacial do campo, e a segunda
as frecuencias permitidas na cavidade, xa que na condicion anterior temos en realidade
un conxunto discreto de soluciéns (frecuencias épticas) k., = w,/c = (¢ (0) + qm)/L1,.

Luz Laser (case-monocromatica). Cavidade para interaccién luz-dtomo

-Derivacion por c.d.c. [C] Comprobemos que en efecto obtemos unha solucién estacio-
naria tendo en conta as c.d.c.. A accion dun espello de radio de curvatura R é

ko (@2 +42) : (22 4y2)
Ajie ' Z{k‘om} _ Aoz e—l{k‘om}
(z1+1i201) (Z9 — i242)

22002
{e”ei{kOQ(z—E‘y)}}

onde usamos unha Gaussiana regresiva con z,—1z,, onde Z,>0 parater unha Gaussia-
na con fase plana en z=2, e fisicamente consistente. Da unicidade da “fase complexa”
local obtemos 9 1 1

R (itize)  (Fa—izp)
Se impofiemos as condicidns Zy=z e Z,0=2,1, € dicir, os valores que definen unha onda
estacionaria, entén ¢ sustituilos na ecuacién anterior obtense o valor R=(z7 + 22) /2.
Se R=R, obtemos de novo a solucién z;=—L;, achada arriba.
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2.15. DISCONTINUIDADES EN METAMATERIAIS [C]

m Superlente e refraccion negativa. Un dos metamateriais mais interesantes son os iso-
tropos de indice negativo n<0, i.e., €, u<0 (a xustificacidn fisica macroscépica farase
despois coas Ecs.de Maxwell).

Sexa, p.ex., unha discontinuidade plana en z=0, con n;>0 e ny <0 (ng=—|ns|), entdn
temos o problema de fronteira

2,2 2,2

M An itk ) A k(o) )

(n1 + \n2|) 21 Z9

(102)

logo —ny/z1=|ns|/ 29, €ntdn zo =—(|ns|/n1)21= (na/n1)z; (LAC do metamaterial), é di-
cir, obtense unha onda converxente (imaxe real) cunha discontinuidade plana. No caso
ni=1 e ng=n=—|n| temos z,=—|n|z;. Nétese que para 0< z <nz; é converxente xa
que o vector de Poynting é s, = VL, /ny < (z,y,2 —nz)/(z —nz) < (rs — 7).
-O metamaterial funciona coma unha lente (ver Figura). Con duas discontinuidades ob-
teriase unha lente (Exer) (en realidade obtense unha superlente, Veselago, 1967).

m Refraccion negativa. Sexa unha on-
da plana paraxial incidente con k no
plano Xz. O problema de fronteira é:
t1E etkemdr — E ,etkon20"r Dy fase obte-
mos n1¢ =~ — |ng|¢”, é dicir, refraccion ne-
gativa (ver Figura). Se n; = — ny =n, trans-
formase nunha lifia de fluxo refractada bai-
xo un angulo ¢” = — ¢. Con ondas planas
exactas obtense ny sen ¢ = — |ng| sen ¢”.

m Concepto de indice negativo. As ecuacions de Maxwell de evolucidn para ondas planas

(e LP) harmonicas son
kENE=wuH, kNH=—weE (103)

Polo tanto, {EHEk} forman un triplete
vectorial a dereitas, onde k =k, n,s (ver
Figura). Ademais o vector de Poynting é H H
S=ENH > 0. E E
-Supofiamos agora que temos un metama- K k'

terial con —e <0 e —p <0, entdn as ecua- - -
cions de Maxwell son

ENE=—wpH, k'ANH =weE (104)
Neste caso os vectores { EHk'} forman un triplete vectorial a esquerdas (ver Figura).
Daquela, obtemos k' =—k=—kon,s=k,(—n,)s (105)
é dicir, ao metamaterial se lle asigna un valor negativo do indice, n=—n,, onde n, é
positivo, é dicir, n,=|n| = \/(—¢,)(—pu,) >0, e Poynting segue a ser S = E A H>0.

Obs.-As Ecs. de Fresnel serian as de medios con distinta permeabilidade magnética.
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S1.-INTERACCION CLASICA LUZ-MATERIA

Nun medio material unha carga ligada ¢ = —e presenta o seguinte momento dipolar p = —er onde r
¢ a desviacion da sua posicion de equilibrio. Agora, se temos unha densidade de carga N constante, é
dicir, homoxénea (poderia ser N'(r), e daquela inhomoxénea), a polarizacién por u.d.v. sera:

P=Np=Ngr=—eNr (106)

Lembrando agora que a polarizacién P atépase vencellada macroscopicamente 6 campo na forma
P=D—¢E=¢,(¢, —1)E (107)

agora, igualando as ecuacién anteriores e usando a relacién de Maxwell n?=e¢,, obtemos a seguinte
relacidn entre o campo dptico e a a posicidn da carga,

—eNT =¢,(n* = 1)E

Daquela, a permitividade eléctrica, e daquela o indice do medio, obterase determinando a desviacién
da posicidon de equilibrio r da carga cando sofre a accidn (forza) do campo E (harmdnico) presente no
medio onde estd a dita carga. Para determina-la dita desviacién usdmo-lo modelo clasico (Newton), e
sen perda algunha de xeralidade restrinximo-lo estudo 6 caso unidimensional » = zu,.

Supomos as seguintes forzas: a forza de enlace da carga @ materia (modelo de oscilador harménico:
w, € a chamada frecuencia de resonancia, e m é a masa da carga); unha forza de amortecemento; e
finalmente a compofiente x da forza eléctrica do campo, en notacién complexa, F, = —eE, = —eE,e ™!
(forza de Lorentz), onde E, é o valor do campo no “punto” (dtomo) considerado. A suma de todas élas
satisface a 2% Lei de Newton.

Tendo en conta as forzas anteriores, a segunda Lei de Newton porporciona unha ecuacién diferencial
gue en notacidon complexa é

—mw?z — myi — e(Ege ™) = mi (108)

Esta ecuacidn ten unha solucién transitoria e outra estacionaria (longos tempos) de interés dptico.
Daquela é doado probar que dita solucion particular é:

; ek
r(t) = zoe” ™ xp=— >

109
m(w? — w? —iwy) (109)

sustituindo E,(t) = E, e ™! e x(t) na ecuacién da polarizacién obtémo-la seguinte expresién para a
permitividade eléctrica, e daquela para o indice de refraccion:
2 N€2 1

€om w2 —w? —iwy

=1+, (110)

Notese que se N (r) entén ¢,(r), é dicir, n(r). Se ademais houbera cargas con w,=0 (cargas libres, é
dicir, conductores) entdén teriamos unha Y., logo en xeral

n® =1+Xp+Xo

Temos asi “sintetizados” un gran conxunto de medios dpticos: os lineais isotropos e dieléctricos e/ou
conductores (w,=0); os homoxéneos e inhomoxéneos se N/(r), é dicir, n(r); os dispersivos n(w); os li-
neais anisétropos se considerasemos un problema opto-mecénico 3D, como por exemplo, We, #woy =wWo:
(medios uniaxicos); e finalmente non lineais (correccidns anharmodnicas z").
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S2.-TEORIA DE MAAXWELL PARA ONDAS LP

$2.1.-Ecuacions de Maxwell Asintoticas. Consideremos agora as expresions dos campos eléctrico e
magnético de ondas LP complexas harmanicas, é dicir,

(E(r,t),H(r,t)) = (E(r),H(r))e ™ = (E(r),H(r)) e tkL0) et} (111)

onde E(r), H(r) e L(r) son as funcions de amplitude e fase a determinar. Sustituindo nas ecuacidns de
Maxwell os campos harménicos (111) en medios inhomoxéneos (febles) e isétropos (e(r): atmosfera,
fibras dpticas, ...), temos

VANE =—3u,0H/0t & VAE=iwu,H (112)
VANH =e¢dE/0t & V AH = —iweE (113)
VD=VH=0 & VD=VH=0 (114)

Usando agora identidades vectoriais axeitadas (*) e desprezando tédolos termos de orde ), obtéfien-
se as chamadas Ecuaciéns de Maxwell para I.d.o. curtas, ou asintéticas, ou WKB (Wentzel-Kramers—
Brillouin) ou case-xeométricas (CX),

VLAE— cpigH=i(V ANE)/ko ~0 (LIF-LP) (115)
VLAH+cE=i(VAH)/k,~0 (LAM-LP) (116)
VE~E-VL~0 (LGE-LP); H-VL~0 (LGM-LP) (117)

onde LIF: Lei de Induccidn de Faraday, LAM: Lei de Ampere-Maxwell; LGE: Lei de Gauss Eléctrica; LGM:
Lei de Gauss Magnética.
(*) Identidades vectoriais: V A (fE)= (V) AE+ f(V AE); V(fE)=(V f)E+ f(VE); EA(BAC)=— (EB)C+ (EC)B.

$2.2.-Raios de luz e vector de Poynting. A expresién do valor medio temporal do vector de Poynting
exacto para ondas harmodnicas e LP é

(8) = (1/2)Z(E AH*) ~ (2¢11,) H{(E-E)VL — (E- VL)E*} (118)

onde usamos a LIF-LP. Obsérvese que o segundo termo é nulo en virtude da ecuacién (117) (LGE-LP)
(transversalidade local), logo obtemos Poynting para LP,

Sy~ L ey vL = Sy YE s (119)

-Logo as normais (locais) as superficies da onda LP dan en xeral a direccidon de fluxo enerxético s (vector
de Poynting unitario), e a sla envolvente da a traxectoria da enerxia luminosa (lifias de fluxo).

-Daquela, o significado opto-fisico dos raios de luz é o de seren as envolventes dos vectores de Poynting
(locais) unitarios das ondas LP. Para ondas mais complexas dita relacién non se cumpre (deixaria de

ser valida a 0x, a cal tamén deixara de ser valida en interferencia, difraccion, etc).

-Por outra banda, a velocidade da (normal de) onda é igoal & da enerxia v (temos que sulifiar que hai
medios nos que isto non se cumpre: anisdtropos, metamateriais, ...).

-Obteriamos idénticos resultados con ondas Case-Harmonicas (CH), inda que quedaria por achar o
promedio na envolvente temporal da onda, é dicir, (u) o< (E(t) - E*(¢)).
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$2.3.-Solucién Eikonal (WKB-6ptica). Tomando rotacional na segunda Ec.(112) e usando a segunda
Ec.(113), obtemos a ecuacidn vectorial de ondas luminosas harmdnicas
VAVAE ==V2E+V(VE) }=iwpo(VAH){=w e £} (120)

onde se define w?j,ec = k2n?. Tendo en conta a Ec. (117), VE ~ 0, obtemos a Ecuacién Escalar de
Ondas (EEO) espacial ou de Helmholtz

V2E + E2n*E =0 (121)

Escalar sjgniﬁca non acqplamento das‘compoﬁentes de £. Se sustituimos £ da Ec. (111) na EEO d4
V(VE el ik, V LE L) 4 k2n2E e'koL= (), logo

V2E+{2ik,V L VE+ik,V2LE}—k2(VL)? E + k2n2E=0. (122)

O primeiro termo é de orde k2, logo desprezable. O termo en k2 da a Ec. eikonal, e o termo en k. d4
a da amplitude. Notese que é a mesma ecuacidn que se obtén por conservacion da enerxia. Logo a
solucién é exacta até a ordel //2.

Resolvendo os termos en k! obtemos a amplitude. Para iso ultiplicamos por V Ldr e temos
OVE(r) VLV Ldr + (VL) E(r)V Ldr = 0

tendo en conta que VE(r)dr=dFE e (VL)?=n?, obtemos a amplitude e daquela a solucién eikonal
(WKB-6ptico) do campo dptico,

£(r) = E(r) koL () _ (Ao eff;—éVEdr) ikoL(r) (123)

S3.-OPTICA DE ELECTRONS LP

- Solucion Eikonal en Optica de Electrons. A ecuacion de Schroedinger para ondas monoenerxéticas
(E) de particulas cargadas de masa m nun potencial V(r) é

B o2 _n
—o VA V()Y = il = By (124)
logo
VA + rgng(r) =0, ng(r) =2m[E = V(r)] = pe (125)

con x,=1/h (que xoga o papel de k,) e p. 0 momento lineal. Esta ecuacion é andloga a EEO, logo
as solucidns eikonais para as ondas cuanticas, p.e., de electréns (microscopia electrdnica, ...), serian
idénticas as obtidas para a luz.

-Inversamente, tendo en conta a teoria eikonal, obtemos o Ppio. de Fermat para particulas cargadas,

Lo = /neds = /Qm[E— V]l/st = /peds = /pfl:dr = /pedr (126)

gue non é mais que o Principio de Minima Accidn ou de Maupertius. A solucidn eikonal é a mesma que
a do caso da luz pero cambiando £ — L. ek, =1/X, — ko, = 1/h.

-Solucién Eikonal Formal para Foténs. E interesante ver que usando a definicién cuantica do momento
de un fotdn p=hk=Fhk,ns, e a solucién eikonal cuantica, obtemos

b e(i/h) [pdr _ ez'fkdr _ 6ikofnsdr _ eikofnds (127)

onde o exponente é a integral de Fermat para a luz obtida de primeiros principios cuanticos.
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S4.-OPTICA GRAVITACIONAL

Solucion Eikonal en Optica gravitacional. A luz segue as xeodésicas nulas (xa que a luz propagase a
c), é dicir, do? = ds>—c?dt? = 0. Sexa un caso xeral simple e realista de xeometria gravitacional descrita
pola métrica do? = g,(r)(dz? + dy?® + dz*)—c2 gy (r)dt* =0, CON Gru=0yy=0-=3s(T") € gu=g:(7), logo

£y= [ et = [louy/am) P ds = [ ny(r)ds (128)

Isto permite entender o fendmeno das lentes gravitacionais, responsables da deflexion gravitacional
da luz (util para detectar materia escura), as ondas gravitacionais, etc. A EEO obtense co operador
D’Alembert para

op_ L0 wOE
onde
gs(T) 0 0 0
B 0 gs(r) O 0
Kl I B R 130)

0 0 0 —g(r)

Achando g"¥, obtemos a seguinte ecuacion escalar de ondas aproximada para luz propagandose nun
campo gravitacional con indice gravitacional n, feble (MIF efectivo),
2 2
ng °k .
V2E — Cfgﬁ ~ 0, {E=Eexp{—iwt} — V?E+kInZE~0 (131)
Indicar tamén que hai tensores métricos anisétropos, como ocorre no caso de ondas gravitacionais.
Pe., gyyzlz_gttr gx:t:1+h: gzzzl_h/ gxz:gzx:h,-

S5.-DEFLEXION GRAVITACIONAL DA LUz

Imos facer un estudo ondulatorio da deflexion gravitacional. Na aproximacion de campo gravitacio-
nal feble unha distribucién de masa con potencial Newtoniano ® ten un indice gravitacional relati-
vista dado por n, = [gs(r)/g:(r)]*/?> =1 —2®/c? (caso particular da métrica de Schwarzschild, ver, p.ex.,
Am. J. Phys. 64, 45, 1996). Notese que o indice gravitacional é feble (1/c?). Para unha masa case pun-
tual M (ou unha rexidén esférica case-homoxénea de radio r3;) ® = — GM /r. Imos analizar, sen perda
de xeralidade, a propagacion da luz no plano Xz, e 6 redor dunha rexion (franxa) X ~h (con h>ry;), é
dicir ao redor do punto (z,y, 2) = (h,0, 2)

Chamando a, =2MG/c?%, o potencial no plano xz, e daquela o indice gravitacional, pddese aproximar
0 redor da dita franxa (Taylor) como segue

Qo ~14 ao aoh
[+ 242 (h2 + 22)1/2  (h2 1 22)3/2

que ten a forma ny(z, y, z)=n,(z)—ni(z)z, con n,(z)=1+n4(2), i.e., unha aproximacion lineal do indice
gravitaci Otese que a orde lineal en y é nula.

QOO0

ng =1+ (x — h) (132)
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Solucion Eikonal. Nesta aproximacion lineal en x a solucidon ondulatoria eikonal (ou WKB-6ptica) no
campo (lente) gravitacional feble, con vectores locais s pretos da direccién z (luz incidente case-plana
ao redor de (z,y)=(h,0) e ao longo de z), vén dada por

E(r) ~ {Eo/\/ny(r)} &z o) (133)

A integral faise entre un plano z,<0 moi lonxe do campo gravitacional (rexion de interaccion), e un
plano z tamén lonxe do campo. Da Ec. (132) temos que a primeira integral da fase da k,(z — 2,). En
canto ao termo que vai con x, obtemos

z # a,hz 2a,T z 1, 2a.x
—Lo 'nl(Z)dZ——/ZO mdzw_ h, {2m+§}— Tfl(Z) (134)

onde consideramos unha evolucidon moi lenta na rexién de interaccién (x cambia pouco), e o limite
|20|>1. Nbtese que se z>>1 obtemos —2a,z/h. Finalmente, os termos que non van con z, dan, usando
|2o|>1 € 2>>1,

z z o OhQ 4 o
/z nb(Z)dZ:/z {(h2 —|—az2)1/2 * (h? C—li— 22)3/2 pdz % ao In( Z]lj ’) +2a0 = fo(2) (135)
L da é ) .
0g0 a Onda e 5(7‘) _ {Eo/ /ng(r)} ezko(zfzo)671k0(2a0/h)mf1(Z)ekofo(Z) (136)

que é unha onda case-plana. A longas distanzas dd o vector de onda local k~k,(—2a,/h,0,1), onde
usamos k=k,(0L/0x,0L/dy,0L/0z), e obtemos a deflexion gravitacional da luz —2a,/h. Obviamente,
neste limite E(r)=E,. Isto produce posicion aparente da fonte luminosa, o que a sua vez permite estimar
a cantidade de materia escura. Os resultados obtidos son tamén aplicabeis 4 éptica atmosférica.

Lente gravitacional. Deflexién da luz por lente gravitacional (cluster de galaxias), estimando un 20-
30 % de materia escura. Materia ordinaria 4 % e o resto enerxia escura (70-80 %) (un grande reto para
a Fisica moderna).

-Nétese que para poder describir a deflexidn gravitacional que se mostra na Figura (en realidade imaxe
gravitacional) precisamos usar ondas planas (procedentes de fontes moi distantes) “inclinadas” repre-
sentadas polo campo £ = E,etko(sinaztcosaz) para yn campo gravitacional con simetria esférica o célculo
é idéntico ao caso &£ = E,efo* baixo unha rotacién a. Ademais, se a<1 a solucidon é a mesma salvo a
fase e’ko>* Este célculo permitiria xustificar tamén a observacion dos aneis de Einstein, tendo en conta
gue a solucién achada é valida para todo plano obtido coma un xiro do plano zz.
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S6.-DISCONTINUIDADES ESFEROCILINDRICAS

-Ondas paraxiais esferocilindricas. O feito antes pddese estender a ondas paraxias cilindricas e esfero-
cilindricas, xunto con discontinuidades-lentes cilindricas e esferocilindricas. Lembremos que a expre-
sién paraxial dunha onda z-cilindrica, emerxendo dunha fonte lineal en {x = x1,2 = 21}, é

A , i, =z’
E1(z, z) = ——2L__ ch= e (137)

(2 — 21)'/?

Unha onda esferocilindrica pddese definir como unha composicion de duas cilindricas de distinta cur-
vatura (inverso da distancia da fonte a un plano de referencia). As superficies de fase constante serian
en xeral paraboloides elipticos ou hiperbdlicos (“cadeira de montar”). A expresidon destas ondas sera
en xeral:

zle)2 - (y*yl)Q

/
. 7 (
Ao etz gR1aG=y MaGRy) (138)
(z _ le)1/2(z _ zly)l/Z

€1<Z’,y,2) =

Por analoxia teremos ondas esferocilindricas emerxentes de discontinuidades (en xeral tamén esfe-
rocilindricas), é dicir, ondas converxentes e/ou diverxentes de fontes lineais en (z2, 22:) € (y2, 22y):

(y—y2)?

22y) (139)

(z—29)?
2(z—224)

A02

ikoz ko
e
(220 — 2)1/%(29y — 2)*/2

ik1
(&

Sg(m,y,z) -

Na Figura méstranse superficies de onda en forma de paraboloide eliptico (onda converxente a dous
focos lineais) e paraboloide hiperbdlico (onda conerxente a un foco lineal e diverxente doutro foco
lineal).

|t
|t
bt

-Dioptrios e lentes esferocilindricas. Asemade, obtéfiense funcidns de transmisidén de discontinuida-
des esferocilindricas no baleiro da forma

X 22 2

t(x, y) = eikondo ¢~ o2l Fag,) (140)

Os problemas sempre son factorizables en direccidns ortogonais = e y habendo unha lei de conxu-
gacion para cada direccion do espazo, p.e., no baleiro teriamos as seguintes LdC 1/z9, — 1/21, =1/ f2,

1/z9y —1/z1, =1/ f,. Estas funcidons de transmisién podense implementar con lentes esféricas e cilin-
dricas delgadas.
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S7.-ONDAS NON-PLANAS EN ANISOTROPOS

$7.1.-Superficies de onda (de raio).Precisariamos achar a fase L de acordo coas ecuaciéns de onda
correspondentes. Pero imos seguir o camifio de Fresnel, que no fondo é unha aproximacion de onda
plana local. Ademais, imos centrarnos no caso de medios uniaxicos, é dicir, con velocidades principais
Uy =V, =V, € Uy = V.. Lembremos a ecuacién de Fresnel de raio (enerxia),

22,2 24242 22,2 22,2 24242 22,2

uSpUp | WSyYy | TSR uTspup | WSl uTsv, (141)
YOI RN R B R B R RIS B L B

T z € o o

onde s é unha direccién arbitraria do espazo. Considerando un punto emisoren (0,0, 0), e us, = u; = x/t,
usy =uy =y/t, us, =u,=z/t e u=r/t, obtemos

(2202 (022 — 1) + 202 (0212 — r?) + 2202 (0 — )] i = =0 (142)

Da ecuaciodn anterior obtemos duas solucions asociadas a cancelacion de cada factor. Tendo en conta
quet=L,/cet= L./c obtemos as seguintes superficies de onda ordinaria e extraordinaria

Lo=+"r=4ny\/22 1 Y2 +22), Lo =E£/n2a2 +n2(y? + 22) (143)
Vo

onde + indican ondas esféricas progresivas e regresivas. Se ng >0e ng > () entdn temos ondas elip-
soidais. Porén, tamén hai materiais con n?) <0e ng > (0 (metamateriais hiperbdlicos), ou viceversa, e
entén temos ondas hiperbdlicas.

$7.2.-Expresions das ondas paraxiais. A aproximacion z-paraxial destas ondas emitidas, por consis-
tencia, dende (0, 0, z1), obtense co mesmo procedemento que no caso isétropo,

(2 +y7) nga®  ney?

o) Lep = ne(z—21) + Prelo—21) + 2o—a1) (144)

Observamos que a segunda superficie de onda é esferocilindrica. Daquela, podemos escribir a onda
como

2

. 22 .
AOl eikonez ezko(ng/ne)m 61k0n52(zyf21> (145)
(z — 21)

516(1’7 Y, Z) -

que é unha onda parabdlica eliptica. Se temos un material hiperbdlico, tal que n2 <0 entén temos
unha onda parabdlica hiperbdlica. Todo isto faise mais evidente achando a onda a saida do cristal.
Daquela impofiendo as c.c. obtemos

2 2

—As1/n hoz hos—" ik
Ere(T,y,2) = o1/mo etho? 0 2zne/nd) o5 me) (146)

(zlne/ni - Z)l/Q(Zl/ne - 2)1/2

gue é xa craramente unha onda esferocilindrica eliptica ou hiperbdlica. Notese que no caso hiperbé-
lico a onda extraordinaria non se atenua pero a ordinaria si. Ademais, a polarizacion case-global sera
aproximadamente ao longo da direccidon z, é dicir, £9. = E2.u,.. A ordinaria vibra aproximadamente
ao longo da direccion y.
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S8-CONDICIONS DE CONTORNO PARAXIAIS

As condiciéns de contorno do campo electromagnético esixen a continuidade das compoiientes tan-
xenciais do campo eléctrico (6ptico) e magnético nunha discontinuidade n; /ny. Consideremos ondas
z-paraxiais (pretas de ondas planas) e discontinuidades z(,) tamén z-paraxias.

Para fixar ideas, sexa un campo TE (idem para un campo TM), p.ex. un campo eléctrico con compoiente
y, e daquela con compofiente magnética z, é dicir, #, o 0, /0z. Polo tanto, para un campo incidente
&1, reflectido &, e trasmitido &, debemos impofier a continuidade do campo e a sua derivada na
discontinuidade,

EL+E =&, 081)0z+ 0E,)0z = 06,)0= (147)

As ondas paraxias na discontinuidade pddense representar da seguinte forma (facémolo sé para a
incidente, o resto son iguais),

&1, y, 2(p)) ~ ekomi2) E 1 (0) i1 (@y0) = gikonize) Ei(x,y) (148)
onde usamos p=n1z+¢’. Para a derivada desta onda na discontinuidade temos en boa aproximacion
OE1(2,y, 2(y)) 0z ~ ko120 By €91 (149)

Con esta representacion podemos escribir as condicions de continuidade (contorno), da Ec. (147), na
superficie (fronteira) z(,) como segue

. . . . . .
ko) Ep 1 4 eRomize) B oir — pkomaze) E , o192 (150)
ik:on1z(p) Z'(pll —ik}on1Z(p) ’igﬁlr _ ikORQZ(p) i(plg
e E,p et —e Eor €97 = (na/nq)e Ene (151)

Se facemos a suma e a resta e operamos obtemos a relacion de continuidade na superficie z, entre as
ondas incidente e transmitida, e incidente e reflectida

2n ny—n
EQ(xv Y, Z(p)) = " +1n2€1(m7 Y, Z(p))? €T<m7y7 Z(p)) - ni n nzgl<x7y7 Z(p)) (152)
logo
2n ; _
Exz,y) = ny +1n2 e!folm=)z) &z, y) =t(z,y)&1 (2, y) (153)

Se agora sustituimos este resultado na Ec. (150), e despexando o campo reflectido obtemos

w ik02nlz(p)€ — E 154
e 1(z,y) = r(z,y)&(z,y) (154)

gr(xa y) =

Obviamente estas ecuacidns implican relacidéns de unicidade de fase e continuidade de amplitude que
resolven as condicions de contorno, é dicir, tendo en conta £ 5, (z,y) = E(01,02,0r) €101 2. 1) obtemos

nz(p) + Pl = n2z(p) + 09, n1Z(p) + o = —n1Z(p) + ol (155)

e daquela cumplese a Ec. (150) (e tamén a Ec. (151), que é a continuidade da derivada ou do campo

magnético), polo tanto
ny —ng 2n1
Eo1 + Eor = E 156
ol ni + no ol ny + ng ol ( )

En conclusion, as ecuaciéns (153) e (154) son as tranformacidns paraxiais da onda incidente porRe T.
(Ver, por exemplo, Eur. J. Phys., 32, 1331, 2011).
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S9.-INSTRUMENTOS OPTICOS BASICOS

-Potencia de aumento. Sexa un instrumento éptico (10: sistemas de varios elementos dpticos). Con-
sideramos que a imaxe dun obxecto producida polo 10 subtende un dngulo o respecto a un sistema
Optico detector: sistema visual (SV) , cdmara CCD, .... Se por outra banda, o dngulo que subtende o
obxecto respecto ao sistema detector (é dicir, sen instrumento) é «,, enton definese a potencia de
aumento do 10 como

PA =— (#x) (157)

¢X1 d. o
- D >
) .

O d4ngulo sen 10 definese como a,=z1/(—d.) (ver Figura), onde d. é a distanza de deteccién mdis
cercana que se pode usar. Para o SV tdmase o valor estandar d.=0.25 m.

-Microscopio simple (lupa). Sexa unha lente delgada de espesor d,., indice n e focal f,., no plano z=0,
e un obxecto no plano focal obxecto da lente (ver Figura).

A

A"

oC

Y

o
'

\/

Sexa un punto luminoso arbitrario 21 do obxecto emitindo con amplitude E,,, entén a onda que emerxe
xusto despois da lente vén determinada pola relacion

: ik @24u?) A - i [e—a)?+y?) -
{t1t261k°nd°e ko 57,0 }ﬁ etkofoc piho ™ 5wmr 0 — — Eozezkoam (158)
oc

Xa que as fases cuadrdticas cancélanse. Polo tanto emerxerd unha onda plana coa seguinte amplitu-
de Ego=ttoAgeiho(ndoctfoctai/2foc) | £ e inclinacion a=—x1/ foc, que sera xusto o angulo «;. Daquela
obtemos

P.A. = (—x1/foc)/(—x1/de) = de/ for = deD (159)

Exem.-Se f,.=2.5mm, entén temos unha potencia de aumento P.A.=25 x, que deberia aparecer indi-
cado no 10.
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-Microscopio composto. Neste caso hai unha segunda lente ( lente obxectivo) de espesor d,;, indice
n e focal f,,. A lente forma imaxe en
22:f0b+Ll

onde L=160 mm é un valor estandar (lonxitude do tubo). O tamafo da imaxe vén dada pola expresion

ro=Mz1=(1—2/fop) =—L/fop

e > >l -

| - | N

vvo Y

Noétese que a esa distanza z9 esta o plano focal obxecto do ocular, logo o ocular actia como lupa, e
polo tanto obtemos

L/d.

(r2/foc) _ w2 de _ = e
fobfoc

PA = ———+=

<_-771/de) X1 foc T (P‘A')OC

(160)

-Telescopio de Kepler. Consiste en duas lentes acopladas en foco, é dicir, separadas d = f,. + fop, l0-
go un sistema afocal. Suponse que un punto lonxano alcanza o sistema en forma de onda plana de
amplitude E, e incidindo baixo un angulo «,. A onda xusto despois da primeira lente é

T

@?+v?) . ik { eme2) H (ymyo)?
2o } EgelFot = (Agy/z0) e ol 72 }

{tytgethondos g ~iho (161)

logo 29 = fop, T2 = o fop € y2 = 0. Despois de propagarse, a onda xusto despois da segunda lente é
(@2+y?) A02 —iko{ (+00fop) 2ty

t1t2€ll€ondoce 1Ko 2foc 2(fobtfoc—Ffob s E 3 e I (162)
{ }fob_(fob+foc) °

+

ob oc “ D

v

E inmediato ver que emerxe unha onda plana baixo un angulo a; = — ay(f,p/ foc). LOgo, obviando o
signo (inversion de imaxe), temos P.A. = f3/ foc-
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